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Kurzfassung
Der Feuchtetransport in kapillarporösen Baustoffen wird maßgeblich bestimmt durch die
Mikrostruktur des Materials. In dieser Arbeit wird beschrieben wie, ausgehend von drei-
dimensionalen Abbildungen der Mikrostruktur der Baustoffe, ihre hygrischen Material-
koeffizienten mittels Finite-Elemente-Methoden berechnet werden können. Die betrachte-
ten Feuchtetransportprozesse umfassen die Wasserpermeation, die Wasserdampfdiffusion
sowie die kapillare Wasseraufnahme.
Als Beispiele kapillarporöser Materialien dienen drei Zementsteine mit zwei verschie-
denen Wasserzementwerten sowie zwei Sandsteine, ein Fontainebleau und ein Bentheimer
Sandstein. Ausgangsbasis der Berechnungen sind dabei mikrotomografische Aufnahmen
(μCT) der Zement- und Sandsteine und im Fall der Zementsteine zusätzlich mit Hilfe
des Computerprogramms CEMHYD3D simulierte Mikrostrukturen. Inwieweit letztere reali-
tätsnah sind, wird durch Vergleich mit den entsprechenden μCT-Datensätzen hinsichtlich
der Fraktalen Dimension und der Autokorrelationsfunktion des Porenraums sowie der
Porenradienverteilung untersucht.
Zur Simulation der verschiedenen Feuchtetransportprozesse wird zunächst die Media-
le Achse der Porenräume der Mikrostrukturen extrahiert. Anschließend wird diese in ein
Transportnetzwerk aus zylinderförmigen Röhren konvertiert, welches die gleichen Feuch-
tetransporteigenschaften besitzt wie der ursprüngliche Porenraum.
Im Fall der Permeation wird für jede Röhre die Bernoulli-Gleichung angesetzt. Zwi-
schen Eintritts- und Austrittsfläche des Transportnetzwerks wird eine willkürliche Druck-
differenz von 1 bar vorgegeben und der transportierte Massenstrom mit Finite-Elemente-
Methoden berechnet. Dieser ergibt sich aus der Summe der Massenströme der Röhren,
welche die Austrittsfläche durchqueren. Mit Hilfe des Gesetzes von Darcy folgt daraus
der Permeabilitätskoeffizient des Materials.
Bei der Wasserdampfdiffusion wird sowohl für jede Röhre als auch für die Massen-
stromdichte innerhalb des porösen Mediums das 1.Ficksche Gesetz zugrunde gelegt.
Zwischen Eintritts- und Austrittsfläche wird eine Konzentrationsdifferenz von 10% ge-
wählt und aus dem resultierenden Massenstrom der Wasserdampfdiffusionskoeffizient der
betrachteten Zement- und Sandsteine ermittelt.
Die Simulation der kapillaren Wasseraufnahme der Materialien schließlich erfolgt ana-
log zur Wärmeleitung. Die einzelnen Röhren des Transportnetzwerks werden durch ein-
dimensionale Wärmeleitungselemente ersetzt. Die Temperaturleitfähigkeiten der Elemente
können zusammen mit den Randbedingungen so gewählt werden, dass die Zeit, welche der
Wärmestrom benötigt, um ein Element zu durchqueren, derjenigen entspricht, welche die
Wasserfront beim kapillaren Saugen erfordert. Aus der zu jedem Zeitpunkt aufgenomme-
nen Wassermenge werden die Wasseraufnahmekoeffizienten der verwendeten Materialien
berechnet.
Die Validierung des vorgestellten Feuchtetransportmodells erfolgt durch den Vergleich
der simulierten Feuchtetransportkoeffizienten mit experimentellen Werten.
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Abstract
The moisture transport in capillary-porous building materials is governed by their micro-
structure. This thesis describes the calculation of hygric material properties from three-
dimensional representations of the building materials’ microstructures using finite element
methods. The moisture transport processes considered comprise the water permeation, the
water diffusion and the capillary absorption.
Three hardened cement pastes with two different water to cement ratios, and two
sandstones, a Fontainebleau and a Bentheimer sandstone serve as examples of capillary-
porous materials. The basis of the calculations are microtomographic images (μCT) of the
hardened cement pastes and the sandstones, as well as microstructures of the hardened
cement pastes generated with the simulation software CEMHYD3D. To what extend the latter
are realistic is investigated by comparing the fractal dimension and the autocorrelation
function of the pore spaces of the simulated microstructures as well as their pore space
distribution with the corresponding values of the μCT images.
In order to simulate the different moisture transport processes the medial axis of
the pore spaces of the microstructures is first extracted. Afterwards the medial axis is
converted into a transportation network, consisting of cylindrical tubes, which possesses
the same moisture transport properties as the original pore space.
In case of permeability Bernoulli’s law is applied to every tube in the transportation
network. An arbitrary pressure difference of 1 bar is imposed between the inlet and the
outlet surface of the network and the resulting mass flow is calculated by finite element
methods. The overall mass flow results from the sum of the mass flows of the tubes
traversing the outlet surface. Using Darcy’s law the permeability coefficient of the porous
medium is derived.
The water vapor diffusion is simulated using Fick’s first law for every tube as well as
for the mass current density within the porous medium. Between inlet and outlet surface
a water vapor concentration difference of 10% is applied and the water vapor diffusion
coefficient of the hardened cement pastes and the sandstones is deduced from the resulting
mass flow.
Finally the capillary water absorption of the porous media is simulated analogously to
the heat conduction. The individual tubes of the network are replaced by one-dimensional
heat conducting elements. The temperature conduction coefficients of the elements and
the boundary conditions are adjusted so that the time needed for the heat flow to traverse
an element is equivalent to the time required by the water front during the capillary water
uptake. The water absorption coefficients of the materials contemplated are then obtained
from the amount of absorpted water at each time step of the finite element calculation.
The validation of the presented model is accomplished by comparing the simulated
moisture transportation coefficients with experimental values.
vi
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Kapitel 1
Einleitung
1.1 Problemstellung
Der Feuchtetransport in Baustoffen hat einen wesentlichen Einfluss auf ihre Dauerhaf-
tigkeit, da viele schädigende Stoffe (z. B. Chloride, Sulfate) in Wasser gelöster Form in
den Werkstoff eindringen. Auch kann das im Material enthaltene Wasser selbst Ursache
einer Schädigung sein, zum Beispiel aufgrund seiner Volumenausdehnung beim Gefrieren.
Die Vorhersage der hygrischen Eigenschaften der Baustoffe stellt aus diesem Grunde eine
Problemstellung von großem praktischen Interesse dar.
Die meisten Modelle zur Beschreibung des Feuchtetransports in kapillarporösen Me-
dien sind, bedingt durch die komplexen Morphologien der Materialien und die Komplexi-
tät der zugrunde liegenden physikalischen Gesetze, makroskopischer Natur mit empirisch
ermittelten Parametern, die oftmals nur mit großem experimentellen Aufwand zu bestim-
men und nicht selten nur schwer physikalisch zu interpretieren sind. Die erforderlichen
Laboruntersuchungen sind zudem meist langwierig und häufig mit einem Eingriff in die
Bausubstanz verbunden, der, insbesondere bei historischen Bauwerken, unerwünscht ist.
Aus diesen Gründen ist es erstrebenswert, anhand eines Modells der Mikrostruktur der
Baustoffe, die Prozesse des Feuchtetransports rechnerisch zu simulieren, um auf diese
Weise Aussagen zu ihrem Verhalten unter Feuchteeinfluss und damit verbunden der Dau-
erhaftigkeit zu erhalten.
Mit einem weltweit jährlich hergestellten Volumen von mehr als fünf Milliarden Ku-
bikmetern stellt Beton den mit Abstand wichtigsten Baustoff dar. Vom Standpunkt der
Materialmodellierung ist Beton aber auch einer der komplexesten Werkstoffe. Ausgehend
von der Gelstruktur des enthaltenen Zementsteins im Nanometerbereich bis hin zur Ge-
steinskörnung im Zentimeterbereich werden sieben Größenordnungen umspannt. Die Re-
chenleistung heutiger Datenverarbeitungsanlagen reicht nicht aus, den gesamten Größen-
bereich in einem Modell abzubilden. Vielmehr wird auf jeder Größenebene ein eigenstän-
diges Modell benötigt, was zur Entwicklung so genannter Multiskalenmodelle führt. Die
grundlegende Idee dabei ist, die erhaltenen Informationen eines Modells auf einer niedri-
geren Größenebene als Eingabeparameter für das Modell auf der nächst höheren Ebene
zu verwenden.
Gegenstand der vorliegenden Arbeit, als ein erster Schritt hin zu einem Mehrska-
lenmodell für Beton, ist die Simulation des Feuchtetransports auf der Mikroebene des
Zementsteins, d. h., die Kantenlängen der betrachteten Volumen liegen im Bereich von
100–300μm. Anhand eines dreidimensionalen Transportnetzwerks werden die Feuchte-
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transportprozesse Permeation, Diffusion und kapillares Saugen in verschiedenen Zement-
und Sandsteinen mit Finite-Elemente-Methoden (FEM) rechnerisch simuliert und die
entsprechenden Transportkoeffizienten berechnet. Als Ausgangspunkt dienen dreidimen-
sionale Mikrostrukturen des Materials, die entweder aus mikrotomografischen Aufnahmen
(Zement- und Sandsteine) gewonnen wurden oder aber das Ergebnis einer Simulation der
Mikrostruktur (Zementstein) sind. Hierbei steht weniger das Material im Vordergrund als
vielmehr die Entwicklung der erforderlichen Algorithmen, die in gleicher Weise auch für
andere Baustoffe bzw. kapillarporöse Medien als den hier betrachteten anwendbar sind.
Wesentlich ist, dass die Feuchtetransportkoeffizienten bereits durch die zugrunde liegende
dreidimensionale Mikrostruktur des Materials festgelegt sind, ohne weitere Parameter, die
experimentell bestimmt werden müssten.
Die Simulation des Feuchtetransports kann nur mit Hilfe dreidimensionaler Modelle
in adäquater Weise erfolgen, da die Konnektivität bzw. Perkolation des Porenraums in
drei Dimensionen gänzlich verschieden ist im Vergleich zum zweidimensionalen Fall. Eine
zweidimensionale Abbildung des Mediums, wie beispielsweise Mikroskopaufnahmen von
Dünn- oder Anschliffen, scheidet aus diesem Grunde aus. Mit Hilfe der Mikrotomografie
können dreidimensionale Datensätze des Materials gewonnen werden, das Verfahren ist
jedoch aufwendig und somit kostenintensiv. Ein weiterer Nachteil ist die gegenwärtig auf
ca. 1 μm/Voxel beschränkte maximale Auflösung. Die rechnerische Generierung der Mor-
phologie des betrachteten Werkstoffs mittels Computersimulation stellt einen attraktiven
Ansatz ohne diese Nachteile dar. Die Entwicklung von Algorithmen, die als Ergebnis eine
realitätsnahe 3D-Mikrostruktur liefern, gestaltet sich jedoch als schwierig.
Zur Simulation der Hydratation von Portlandzement wurden in den letzten beiden
Jahrzehnten numerische Modelle entwickelt, die in der Lage sind, eine dreidimensionale
Mikrostruktur von Zementstein zu generieren. In den meisten Fällen war das Ziel je-
doch eher, ein größeres Verständnis der während der Hydratation ablaufenden Prozesse
zu gewinnen, als eine möglichst realistische Morphologie der Zementsteine zu erhalten.
Nachfolgend werden einige der bekanntesten Modelle vorgestellt. Eines davon, welches
eine Mikrostruktur liefert, die augenscheinlich der Realität am nächsten kommt, wurde
verwendet, um dreidimensionale Zementsteinmikrostrukturen rechnerisch zu generieren,
die außer den verwendeten mikrotomografischen Aufnahmen als Grundlage für die Simu-
lation des Feuchtetransports dienten.
1.2 Mikrostruktursimulation von Zementstein
Die bisher entwickelten numerischen Modelle zur Simulation der zeitlichen Entwicklung
der Mikrostruktur von Zement während der Hydratation können unterteilt werden in
Kontinuumsmodelle und diskrete Modelle.
1.2.1 Kontinuumsmodelle
1.2.1.1 Allgemeines
Die bekannten Kontinuumsmodelle zeichnen sich durch kugelförmige Zementsteinpartikel
aus, charakterisiert durch ihre Mittelpunktskoordinaten und mehreren Radien, entspre-
chend dem unhydratisierten Kern, und einer oder mehreren Schalen von Hydratationspro-
dukten (oft unterteilt in innere und äußere Hydratationsprodukte). Nachfolgend werden
einige Kontinuumsmodelle kurz vorgestellt.
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1.2.1.2 Modell von Jennings und Johnson
Das von Jennings und Johnson ([JJ86]) entwickelte Modell simuliert die Hydratation
von Tricalciumsilicat (C3S). Ausgangspunkt ist eine Zufallsverteilung von kugelförmigen
C3S-Partikeln, entsprechend einer vorgegebenen Korngrößenverteilung. Die sich im Verlauf
der Hydratation bildenden CSH-Phasen werden als konzentrische Kugelschalen um die
Zementkörner angeordnet, deren Dicke mit der Zeit zunimmt. Gleichzeitig nimmt der
Radius des unhydratisierten Kerns ab. Entsteht bei der Ausdehnung der CSH-Schale
eines C3S-Korns eine Überlappung mit einem anderen Partikel, so wird das überlappte
Volumen konzentrisch um das sich ausdehnende Teilchen angeordnet (Abb. 1.1).
1 2
Abb. 1.1: Konzentrische Anordnung des überlappenden Bereichs um das expandierende
Zementteilchen 1 im Modell von Jennings und Johnson ([JJ86])
Das sich außer den CSH-Phasen bildende Calciumhydroxid wird als hexagonale Partikel
im freien Porenraum platziert.
1.2.1.3 HYMOSTRUC
Das Modell HYMOSTRUC, ein Akronym für HYdration, MOrphology and STRUCtural
Development, von van Breugel ([Bre91], [Bre95]) ermöglicht die Simulation der zeit-
lichen Entwicklung einer dreidimensionalen Mikrostruktur von Portlandzement während
der Hydratation. Das Modell erlaubt die Vorhersage von Hydratationskurven (Hydratati-
onsgrad in Abhängigkeit der Hydratationszeit) als Funktion der Korngrößenverteilung des
Zements, der chemischen Zusammensetzung, des Wasserzementwerts sowie der Tempera-
tur. Ausgangspunkt von HYMOSTRUC sind kugelförmige Zementkörner, die, entsprechend
der Korngrößenverteilung des betrachteten Zements, zufällig in einem bestimmten Re-
chenvolumen verteilt werden. Das Modell beruht auf folgenden Annahmen:
• Die Reaktionsprodukte entstehen in der Nähe der reagierenden Zementkörner.
• Unter isothermen Bedingungen ist die Dichte der Gelphasen während des gesamten
Hydratationsverlaufs, unabhängig vom Entstehungsort, konstant.
• Die Reaktionsprodukte bilden konzentrische Kugelschalen um den noch unhydra-
tisierten Kern der Zementkörner. Die Geschwindigkeit, mit der die konzentrische
Reaktionsfront in den unhydratisierten Bereich eines Zementskorns fortschreitet, ist
eine Funktion der chemischen Zusammensetzung des Zements (des C3S- und C2S-
Gehalts).
• Zementkörner der gleichen Größe hydratisieren mit der selben Rate.
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• Die Reaktionsraten der Klinkerphasen sind während der Hydratation konstant.
Da die Hydratationsprodukte ein ν-fach (ν ≈ 2,2) größeres Volumen einnehmen als die
Ausgangsstoffe, findet eine konzentrische Expansion der Zementpartikel statt. Die Ein-
dringtiefe δin;r,j der Reaktionsfront in ein Zementkorn mit Radius r, dessen Hydratations-
grad zur Zeit tj αr,j ist, lautet
δin;r,j =
r
2
(1− 3√1− αr,j). (1.1)
Das Volumen des beim Hydratationsgrad αr,j gebildeten Zementgels ist gegeben durch
vou = (ν − 1)αr,jvr, (1.2)
wobei vr das Volumen des unhydratisierten Zementkorns mit Radius r ist. Der äußere
Radius des Zementpartikels mitsamt der Schale von Hydratationsprodukten beträgt
rou;r,j = 3
√
vou
4π
3
+
(r
2
)3
. (1.3)
Die Zunahme der Eindringtiefe der Reaktionsfront in ein Zementkorn mit Radius r im
Zeitintervall Δtj+1 = tj+1 − tj ergibt sich aus
Δδin;r,j
Δtj+1
= K0 Ω1 Ω2 Ω3 F1
(
F2
(
δtr
δr,j
)β1)λ
(1.4)
mit
K0 = f(C3S, αr,j) Grundratenfaktor (in μm/h), abhängig vom C3S-Gehalt des Zements
und dem Hydratationsgrad
Ω1 = f(r,αr,j) Faktor zur Berücksichtigung des Wasserentzugs von noch unhydra-
tisierten Zementkörnern, die durch die expandierende Hydratschale
erfasst werden
Ω2 = f(αr,j) Reduktionsfaktor zur Berücksichtigung des inneren Austrocknens
Ω3 = f(αr,j) Reduktionsfaktor zur Berücksichtigung des Wasserverbrauchs
durch die Hydratation
F1 = f(T, αr,j,C3S) Faktor zur Berücksichtigung des Einflusses der Temperatur auf die
Reaktionsrate (Arrhenius)
F2 = f(T, αr,j,C3S) Faktor zur Berücksichtigung der Temperatur auf die entstehende
Zementsteinmikrostruktur (nur wirksam, wenn die Reaktion diffu-
sionsgesteuert abläuft)
β1 empirische Konstante
λ Faktor in Abhängigkeit des Reaktionsmechanismus
λ = 0, falls die Reaktion von der Kontaktfläche der Zementkörner
mit dem Wasser abhängt (Phasengrenzflächen-gesteuert)
λ = 1, falls die Reaktion Diffusions-gesteuert abläuft (wenn die Hül-
le der Hydratationsprodukte eine bestimmte Dicke erreicht hat)
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δtr Dicke der Schale der Hydratationsprodukte ab welcher der Reak-
tionsmechanismus von Phasengrenzflächen-gesteuert (λ = 0) zu
Diffusions-gesteuert (λ = 1) übergeht
δr,j Dicke der Schale der Hydratationsprodukte am Ende des Zeit-
schritts Δtj .
Die Reaktionskinetik wird in HYMOSTRUC durch die in Gl. 1.4 auftretenden Faktoren erfasst,
die experimentell anhand der Hydratationskurven von Zementen bestimmt werden.
1.2.1.4 Modell von Navi und Pignat
Das Modell von Navi und Pignat ([NP96]) ähnelt dem im vorigen Kapitel beschriebenen
HYMOSTRUC. Es berücksichtigt die Hydratation von Tricalciumsilicat. Die kugelförmigen
C3S-Körner werden gemäß ihrer Korngrößenverteilung zufällig in einem vorher festgelegten
Rechenvolumen, z. B. 200×200×200μm3, verteilt. Wie beim HYMOSTRUC-Modell wird bei
den entstehenden CSH-Phasen unterschieden zwischen innerem und äußerem CSH. Das
innere CSH bildet, ausgehend von der Oberfläche des ursprünglichen C3S-Partikels, eine
im Verlauf der Hydratation nach innen wachsende Kugelschale. Das äußere CSH wird
durch eine von dieser Oberfläche aus nach außen zunehmende Kugelschale abgebildet.
Grundlage für die Reaktion von C3S zu CSH ist die Reaktionsgleichung
C3S + 5,3H −→ C1,7SH4 + 1,3CH.
Dabei wird angenommen, dass aus einer Volumeneinheit C3S 1,7 Volumeneinheiten CSH
und 0,61 Volumeneinheiten CH entstehen. Von den 1,7 Volumeneinheiten CSH werden
eine Volumeneinheit auf inneres CSH und 0,7 Volumeneinheiten auf äußeres CSH verteilt.
Navi und Pignat unterteilen die Hydratation in Phasengrenzflächen-gesteuert und
Diffusions-gesteuert. Das Eindringen der Hydratationsfront in die C3S-Teilchen lässt sich
im Fall der Phasengrenzflächen-gesteuerten Reaktion beschreiben durch
drin = K1 dt, (1.5)
wobei rin der Radius des noch unhydratisierten Kerns ist und K1 ein Koeffizient mit der
Einheit μm/h. Für die diffusionsgesteuerte Reaktion gilt
drin =
K2 dt
rout − rin (1.6)
mit rout dem Radius des C3S-Korns mitsamt der Hülle der Hydratationsprodukte. Die
Hydratation wechselt von einer Steuerung über die Phasengrenzflächen zu einer über
Diffusion, wenn die rechten Seiten von Gl. 1.5 und Gl. 1.6 gleich sind. In diesem Fall gilt
für die Dicke der Schale der Hydratationsprodukte δtr
δtr ≡ (rout − rin) = K2
K1
. (1.7)
Die Rate des Fortschreitens der Reaktionsfront wird durch zwei Faktoren beeinflusst:
Während des Hydratationsprozesses dehnt sich jedes Partikel (C3S-Kern mit CSH-Schale)
aus und gerät dabei in Kontakt mit anderen Partikeln. Das Modell geht davon aus, dass
die reaktive Oberfläche des Partikels um die Kontaktfläche vermindert wird. Eine weitere
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Abminderung der Reaktionsrate erfolgt durch den mit fortschreitender Hydratation ab-
nehmenden Gehalt von nichtgebundenem Wasser. Für die verminderte Eindringrate der
Reaktionsfront d˜rin in den noch unhydratisierten Kornbereich im Zeitschritt ti gilt dann
d˜rin(ti) = drin(ti)
(
Af
Ages
)
i
(
1− ν α
w0 + α
)
i
(1.8)
mit drin(ti) nach Gl. 1.5 bzw. Gl. 1.6, Af der durch die Partikelkontakte reduzierten freien
Oberfläche des Korns, Ages der gesamten Kornoberfläche, ν dem Verhältnis des Volumens
der Reaktionsprodukte zu dem der Edukte,  dem Verhältnis der Dichte von C3S zu der
von Wasser, w0 dem anfänglichen Wasserzementwert und α dem Hydratationsgrad.
Das bei der Hydratation des Calciumsilicathydrats entstehende Calciumhydroxid kris-
tallisiert in Form von Kugeln an Zufallsorten im wassergefüllten Porenraum. Die Anzahl
CH-Partikel in Abhängigkeit von der Hydratationszeit ist gegeben durch
n(t) = nmax(1− exp(−a t)), (1.9)
wobei nmax die maximale Anzahl von CH-Teilchen bei vollständiger Hydratation und a
eine Konstante darstellen.
1.2.1.5 DuCOM
Der Name DuCOM steht für Durability COncrete Modell. Ziel der sich zur Zeit noch
in Entwicklung befindlichen Software ist die Lebensdauerprognose von Betonbauteilen
([CKM99]). Das auf der Finite-Elemente-Methode basierende Mehrskalenmodell ermög-
licht die Simulation einer Modellstruktur von Zementstein und Beton sowie verschiedener
Dauerhaftigkeitsaspekte dieser Materialien. Der zeitliche Verlauf der Entwicklung der Mi-
krostruktur von Zementstein, der Festigkeit sowie der Temperatur während der Hydrata-
tion können mit DuCOM berechnet werden. Integriert ist weiterhin der Feuchtetransport,
der Transport von Chloriden, Kohlendioxid, Calciumionen sowie Sauerstoff. Die Diffusi-
on von Sauerstoff dient als Grundlage für die Simulation einer Bewehrungskorrosion, die
durch die Diffusionsrate des Sauerstoffs kontrolliert wird.
Ausgangspunkt der Simulation der Hydratation sind kugelförmige Zementteilchen mit
gleicher chemischer Zusammensetzung und gleichem Radius, die untereinander die glei-
chen Abstände besitzen. Die während der Hydratation entstehenden CSH-Phasen werden
als konzentrische Kugelschalen abgebildet, wobei zwischen innerem und äußerem CSH
unterschieden wird. Die Grenzfläche zwischen beiden wird durch die Oberfläche des ur-
sprünglichen Zementpartikels gebildet. Während das innere CSH lediglich Gel- und Zwi-
schenschichtporen (zwischen den CSH-Schichten) aufweist, besitzt das äußere CSH zu-
sätzlich Kapillarporen. Die Kapillarporosität nimmt dabei von innen nach außen linear
zu. Die Gesamtporosität der CSH Kristalle wird mit φ = 0,28 als konstant angenom-
men. Weitere Annahmen betreffen die Dicke der Zwischenschichten in den CSH Kristallen
(2,8Å = Durchmesser des Wassermoleküls) und die spezifische Oberfläche der Zwischen-
schichten (510m2/g) sowie der Gelporen (40m2/g).
Die Gesamtporosität der Zementsteinstruktur ergibt sich durch Summation von Ka-
pillarporosität φc, der Zwischenschichtporosität φl sowie der Gelporosität φg zu
φ(r) = φl + φg(1− exp(−Bgr)) + φc(1− exp(−Bcr)), (1.10)
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wobei Bg und Bc Parameter der Porenstruktur sind, die aus der spezifischen Oberfläche
S der Kapillar- und Gelporen berechnet werden können, gemäß
Si = 2φi
∞∫
rmin
Bi exp(−Bi r)d ln r mit i = c, g. (1.11)
1.2.2 Diskrete Modelle
1.2.2.1 Allgemeines
Während bei den Kontinuumsmodellen das Rechenvolumen ein Kontinuum darstellt, bei-
spielsweise können die Mittelpunktskoordinaten sowie die Radien der Zementkörner belie-
bige Werte aus der Menge der reellen Zahlen R annehmen, ist bei den diskreten Modellen
das Rechenvolumen diskretisiert, d. h., es können nur bestimmte Werte der genannten
Größen vorkommen.
1.2.2.2 CEMHYD3D
Das Modell CEMHYD3D wurde von Bentz, Garboczi u. a. entwickelt ([Ben95], [Ben00]),
ursprünglich zur Optimierung der Zusammensetzung sowie des Erstarrungsverhaltens von
Zementen. Es berücksichtigt die vier Klinkerphasen C3S, C2S, C3A, C4AF sowie Gips. Aus-
gehend von der Korngrößenverteilung, dem gewählten Wasserzementwert und elektronen-
mikroskopischen Aufnahmen des betrachteten Zementpulvers wird eine dreidimensionale
Mikrostruktur des Zements generiert, bei der die Oberflächen- und Volumenverhältnisse
der einzelnen Klinkerphasen denen der elektronenmikroskopischen Aufnahmen entspre-
chen. Die in einem diskretisierten Rechenvolumen von typischerweise 100×100×100μm3
platzierten Zementkörner werden als diskretisierte, mehrphasige Kugeln abgebildet, die
aus Volumenelementen (Voxeln) der Kantenlänge 1μm aufgebaut sind. Die bei der Hy-
dratation stattfindenden chemischen Reaktionen sind in Form von Zellautomatenregeln
implementiert: Oberflächennahe Voxel der Zementkörner lösen sich und diffundieren im
wassergefüllten Porenraum. Die chemischen Reaktionen kommen durch Zusammenstöße
der Voxel untereinander zustande, wobei am Ort des Zusammenstoßes sowie auch an
anderen Stellen des Porenraums die Reaktionsprodukte als neue Voxel entstehen.
1.3 Mikrostruktur-basierte Simulation von Feuchte-
transportprozessen
Durch die Verwendung von leistungsfähigen Datenverarbeitungsanlagen und mit Hil-
fe moderner bildgebender Verfahren, erscheinen Feuchtetransportmodelle, bei denen die
morphologische Struktur des untersuchten Materials explizit Eingang findet, in jünge-
rer Zeit im Bereich des Möglichen. Erste Ansätze hierzu finden sich beispielsweise in
[DXQ94], [DXQ96], [LIC00a], [QXK+98], [QXK+00]. Quenard et al. generieren in
[QXK+98], ausgehend von elektronenmikroskopischen Aufnahmen des Materials, mit Hilfe
stereologischer Verfahren eine dreidimensionale Mikrostruktur für einen Sand-, Kalksand-
und einen Ziegelstein. Diese dienen als Ausgangspunkt zur Berechnung der Luftpermea-
bilitätskoeffizienten der drei Baustoffe durch Lösung der Stokes-Gleichungen mit einem
Finite-Differenzen-Verfahren sowie der Wasserdampfdiffusivitäten, in dem das 1.Ficksche
8 KAPITEL 1. EINLEITUNG
Gesetz mit einem Konjugierte-Gradienten-Verfahren gelöst wird. Daian, Xu und
Quenard ([DXQ94], [DXQ96]) verwenden die mittels Quecksilberdruckporosimetrie be-
stimmte Porengrößenverteilung zur Vorhersage von Transportkoeffizienten. Die grund-
legende Vorgehensweise besteht dabei darin, die Poren in verschiedene Größenklassen
einzuteilen und jede Größenklasse auf ein zweidimensionales Netzwerk zu verteilen. Die
verschiedenen Netzwerke werden zu einem Gesamtnetzwerk superponiert. Der Feuchte-
transport wird anschließend anhand dieses Netzwerks simuliert unter Verwendung des
Gesetzes von Hagen-Poiseuille im Fall der Permeation bzw. des 1.Fickschen Geset-
zes für die Diffusion. Liang, Ioannidis und Chatzis verwenden elektronenmikrosko-
pische Aufnahmen zur Erzeugung dreidimensionaler Mikrostrukturen von verschiedenen
Gesteinsarten ([LIC00a], [LIC00b]). Die Porenräume dieser Strukturen werden anschlie-
ßend in dreidimensionale Netzwerke aus zylinderförmigen Röhren konvertiert und die
Wasserpermeabilitätskoeffizienten der Gesteine unter der Annahme einer laminaren Strö-
mung mittels eines iterativen Relaxationsverfahrens berechnet.
1.4 Eigener Ansatz zur Simulation des Feuchtetrans-
ports
Ausgangspunkt der in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Simulation des Feuchtetrans-
ports in Zementstein ist eine dreidimensionale Abbildung der Mikrostruktur des Materials.
Dies erfolgte zum einen mit Hilfe mikrotomografischer Aufnahmen und zum anderen durch
eine rechnerische Generierung mit dem Hydratationsmodell CEMHYD3D. CEMHYD3D wurde
gewählt, weil es gegenüber den in Kap. 1.2 vorgestellten Kontinuumsmodellen, bei denen
die Morphologie des simulierten Zementsteins einer Kugelschüttung ähnelt, eine realitäts-
nähere Zementsteinmikrostruktur erwarten lässt. CEMHYD3D berücksichtigt als einziges der
bekannten Modelle zur Simulation der Hydratation von Portlandzement konkret die vier
Klinkerphasen. Die Oberflächen- und Volumenverhältnisse der Klinkerphasen entsprechen
dabei denen des realen Zements. Ein weiterer Vorteil dieser Simulationssoftware ist die
freie Verfügbarkeit des Quellcodes, wodurch eine programmiertechnische Analyse und eine
Anpassung des Programms auf anwenderspezifische Bedürfnisse möglich ist.
Durch die im Modell inhärente Diskretisierung des Rechenvolumens in Voxel der Kan-
tenlänge 1μm ist ein direkter Vergleich mit den mikrotomografischen Aufnahmen möglich,
deren Auflösung ebenfalls in dieser Größenordnung liegt. Im Rahmen einer Validierung
wurde untersucht, inwieweit die simulierte Mikrostruktur realitätsnah ist. Da für den
Feuchtetransport der Porenraum maßgebend ist, wurden als Vergleichskriterien die Au-
tokorrelationsfunktion und die Fraktale Dimension des Porenraums sowie die Porenradi-
enverteilung herangezogen.
Bei einer Auflösung der verwendeten Zementsteinmikrostrukturen von 1 μm/Voxel kann
ein signifikanter Anteil des Porenraums nicht abgebildet werden. Die Bestimmung der
Fraktalen Dimension zeigte jedoch, dass die Porenräume der Mikrostrukturen selbstähn-
lich sind und eine ähnliche Fraktale Dimension besitzen, wie die Porenräume der realen
Zementsteine, die aus den anhand von Quecksilberdruckporosimetriemessungen erhalte-
nen Porengrößenverteilungen berechnet wurden. Aufgrund dieses Ergebnisses wurde der
Auflösungsmaßstab der Zementsteinmikrostrukturen soweit erhöht, dass der transportre-
levante Bereich des Porenspektrums abgebildet werden konnte.
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Infolge der Diskretisierung der Mikrostruktur des Zementsteins ist die Abbildung auf
ein Finite-Elemente(FE)-Netz mit 3D-Fluidelementen zur Simulation des Feuchtetrans-
ports einfach. Nach [Mie97] muss die Kantenlänge des Rechenvolumens mindestens 3–
5-mal so groß sein wie der Korndurchmesser des größten enthaltenen (unhydratisierten)
Zementkorns. Bei Annahme eines maximalen Korndurchmessers von beispielsweise 40μm
muss das Rechenvolumen somit mindestens eine Kantenlänge von 5·40 = 200μm besitzen,
um repräsentativ zu sein. Dies führt zu 2003 = 8.000.000 Finite-Elemente mit 1μm Kan-
tenlänge, entsprechend dem angenommenen kleinsten Korndurchmesser des Zements. Die
Leistung herkömmlicher PCs reicht nicht aus, um den Fluidtransport in derart großen
Netzen in einer akzeptablen Zeit zu berechnen. Ein weiteres Problem bei der Verwen-
dung von 3D-Fluidelementen resultiert aus der Diskretisierung: Der mit würfelförmigen
Elementen diskretisierte Porenraum weist Versprünge mit Ecken und Kanten auf. Diese
sind umso ausgeprägter, je gröber die Diskretisierung ist. Zwei Elemente können über eine
gemeinsame Fläche miteinander verbunden sein, eine Kante oder eine Ecke. Die Fluidströ-
mung von dem einen Element zum anderen wird durch die Art der Verbindung maßgeblich
beeinflusst. Normiert man beispielsweise den Diffusionsstrom durch vier hintereinander
angeordnete Finite-Elemente, welche über eine Fläche miteinander verbunden sind, zu 1,0,
so beträgt sie bei einer Verbindung über eine Kante 0,56 und bei einer Eckverbindung 0,22.
Eine feinere Diskretisierung entschärft dieses Problem, hat jedoch eine größere Anzahl von
Finiten-Elementen zur Folge, wodurch die erforderliche Rechenleistung ansteigt.
Die beschriebenen Schwierigkeiten können durch die Verwendung eines dreidimensio-
nalen Feuchtetransportnetzwerks, d. h. eines FE-Netzes aus eindimensionalen Fluidele-
menten, welche Röhren symbolisieren, vermieden werden. Dadurch wird die Elementan-
zahl gegenüber einer Vernetzung des Porenraums mit 3D-Elementen erheblich reduziert.
Die infolge der Diskretisierung stufenförmigen Porenkanäle werden durch glatte Röhren
ersetzt. Im Gegensatz zu den oben beschriebenen drei Verbindungsarten von würfel- oder
quaderförmigen Fluidelementen untereinander existiert für eindimensionale Elemente nur
eine Verbindungsmöglichkeit. Des Weiteren bieten kommerzielle FE-Programme häufig
eindimensionale Fluid- oder Wärmeleitungselemente an, so dass keine neuen Elementrou-
tinen implementiert werden müssen.
Zur Generierung des 3D-Feuchtetransportnetzwerks wird zunächst die Mediale Ach-
se des Porenraums der Zementsteinmikrostruktur bestimmt. Im Anschluss daran werden
alle Äste der Medialen Achse in zylinderförmige Röhren umgewandelt, welche die glei-
chen Transporteigenschaften besitzen, wie die ursprünglichen Porenkanäle, die sie reprä-
sentieren. Anhand des Feuchtetransportnetzwerks werden die Transportprozesse Wasser-
dampfdiffusion, Wasserpermeation und kapillare Wasseraufnahme mit Finite-Elemente-
Methoden simuliert und die erhaltenen Transportkoeffizienten mit experimentellen Wer-
ten verglichen.
Leider wiesen die verwendeten Zementsteine eine starke Neigung zu Trocknungs-
schwindrissen auf, so dass der Wasserdampfdiffusions- sowie der Wasseraufnahmekoef-
fizient nicht experimentell bestimmt werden konnten. Zur Valdierung des entwickelten
Modells erfolgte aus diesem Grund die Simulation der einzelnen Feuchtetransportpro-
zesse zusätzlich anhand eines Bentheimer Sandsteins. Dieser Sandstein wurde gewählt,
weil er ein eng begrenztes Spektrum an Porenradien aufweist, das im Rahmen einer mi-
krotomografischen Aufnahme fast vollständig abgebildet werden kann. Eine Veränderung
des Auflösungsmaßstabs, wie im Fall des Zementsteins erforderlich, entfällt somit. Außer
dem Bentheimer Sandstein wurde der mikrotomografische Datensatz eines Fontainebleau
Sandsteins für die Simulation verwendet, welcher vom Institut für Computerphysik (ICP)
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der Universität Stuttgart zur Verfügung gestellt wurde. Von diesem Sandstein lagen ein
experimentell bestimmter Wert sowie vom ICP mit verschiedenen numerischen Verfahren
simulierte Werte des Wasserpermeabilitätskoeffizienten vor, so dass anhand des Fontai-
nebleau Sandsteins der Transportprozess der Wasserpermeation und damit verbunden die
Generierung des Transportnetzwerks validiert werden konnte.
Abb. 1.2 zeigt einen Überblick über die einzelnen Arbeitsschritte.
ff


Experimentelle Validierung
  
Permeation Diffusion
kapillares
Saugen
  
ff


Vergleich
 
CEMHYD3D μCT-Aufnahme
 
Feuchtetransport
 
Fraktale
Dimension
Autokorrela-
tionsfunktion
Porenradien-
verteilung
  
ff


Vergleich
 
CEMHYD3D μCT-Aufnahme
 
Abbildung der Mikrostruktur
Abb. 1.2: Überblick über die Arbeitsschritte dieser Arbeit
1.5 Gliederung der Arbeit
Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:
Kap. 2 In Kap. 2 werden die theoretischen Grundlagen zur Charakterisierung und sto-
chastischen Rekonstruktion poröser Medien vorgestellt. Weiterhin wird die Beschrei-
bung selbstähnlicher Objekte mit Hilfe der Fraktalen Geometrie erläutert.
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Kap. 3 Die Generierung der für die Simulation des Feuchtetransports verwendeten drei-
dimensionalen Mikrostrukturen von Zement- und Sandsteinen ist Gegenstand von
Kap. 3.
Kap. 4 Die Rohdatensätze der Mikrostrukturen erfordern für ihre weitere Verwendung ei-
ne Bildbearbeitung, die in Kap. 4 besprochen wird. Des Weiteren wird das Verfahren
zur Bestimmung der Medialen Achse vorgestellt.
Kap. 5 Inwieweit die simulierten Zementsteinmikrostrukturen realitätsnah sind, wird im
Rahmen einer Validierung in Kap. 5 untersucht.
Kap. 6 Die Erläuterung der in dieser Arbeit betrachteten Feuchtetransportprozesse sowie
die mathematische Herleitung der verwendeten hydrodynamischen Gleichungen sind
Gegenstand von Kap. 6.
Kap. 7 In Kap. 7 wird die experimentelle Bestimmung der einzelnen Feuchtetransport-
koeffizienten erläutert und die Versuchsergebnisse werden dargestellt.
Kap. 8 Die Beschreibung der Generierung des Feuchtetransportnetzwerks sowie die Simu-
lation der einzelnen Feuchtetransportprozesse mit Finite-Elemente-Methoden wird
in Kap. 8 beschrieben.
Kap. 9 In Kap. 9 erfolgt eine Zusammenfassung dieser Arbeit sowie ein Ausblick.
12 KAPITEL 1. EINLEITUNG
Kapitel 2
Modellierung der Morphologie poröser
Medien
In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe zur Beschreibung poröser Medi-
en oder allgemeiner heterogener Medien erläutert, sofern sie für das weitere Verständnis
dieser Arbeit notwendig sind. Des Weiteren wird ein Verfahren zur stochastischen drei-
dimensionalen Rekonstruktion poröser Medien vorgestellt, das in vereinfachter Form bei
der Simulation der Hydratation von Zementstein in Kap. 3.1 verwendet wird.
2.1 Charakterisierung poröser Medien
2.1.1 Stochastische poröse Medien
Ein n-phasiges heterogenes Medium S ⊂ R3 sei definiert durch die Vereinigung von n
Gebieten Gi unterschiedlicher Phasen ([Tor01])
S ≡
n⋃
i=1
Gi, (2.1)
wobei eine Phase ein in sich homogener Teil der Materie darstellt, der durch eine Grenz-
fläche von einem anderen homogenen Teil (d.h. einer anderen Phase) getrennt ist. Von
einem porösem Medium spricht man, wenn eine der Phasen Porenraum ist. Im Folgenden
sei S = P∪M ein zweiphasiges poröses Medium, bestehend aus Porenraum P und Feststoff-
matrix M. Die Grenzfläche zwischen beiden Phasen ist gegeben durch ∂P = ∂M = P∩M.
Die räumliche Verteilung der beiden Phasen wird beschrieben durch die charakteristischen
Funktionen
χG(r) ≡
{
1, falls r ∈ G
0, sonst
, (2.2)
wobei r ∈ R3 der Ortsvektor bezüglich eines beliebig gewählten Koordinatensystems ist
und G ∈ {M,P}. Sofern r /∈ P ∩M, gilt
χP(r) + χM(r) = 1, (2.3)
weshalb bei einem zweiphasigen Medium die Angabe der charakteristischen Funktion ei-
ner Phase zur vollständigen Charakterisierung ausreicht. In der computergestützten Ma-
terialmodellierung, wie im Fall von computertomografischen Abbildungen oder compu-
tersimulierten Medien, sind Porenraum P und Feststoff M aufgrund der beschränkten
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Auflösung diskretisiert. Nachfolgend sei das poröse Medium S ⊂ R3 definiert auf einem
Gitter der Kantenlängen N1, N2 und N3 in Einheiten einer bestimmten Gitterkonstanten
a. Für die Ortsvektoren der Gitterpunkte von S gilt dann
ri = i1 a e1 + i2 a e2 + i3 a e3 0 ≤ ij ≤ Nj − 1 j = 1, 2, 3, (2.4)
wobei e1, e2, e3 die Einheitsvektoren eines kartesischen Koordinatensystems darstellen,
dessen Ursprung im Gitterpunkt (0, 0, 0) liegt. In jedem Gitterpunkt ri sei ein Volumen-
element (Voxel) Vi mit der Kantenlänge a definiert. Jedes Voxel kann entweder Porenraum
oder Feststoff sein. Die gesamte diskretisierte Probe ergibt sich aus der Menge aller Voxel
S =
N⋃
i=1
Vi (2.5)
mit N = N1 N2 N3. Der diskretisierte Porenraum ist definiert durch die Menge aller Voxel
mit χP(ri) = 1, d. h.,
P ≡
⋃
{i|χP(ri)=1}
Vi. (2.6)
Bei einem diskretisierten stochastischen zweiphasigen Medium geht man davon aus, dass
eine Probe des Mediums als Ergebnis eines spezifischen, zufälligen oder stochastischen
Prozesses aufgefasst werden kann. Ein bestimmtes Ergebnis wird als Konfiguration Z
bezeichnet und ist gegeben durch das N -Tupel ([Hil00])
Z =
(
Z1, . . . , ZN
) ≡ (χG(r1), . . . ,χG(rN)) (2.7)
der Werte der charakteristischen Funktion der Phase G ∈ {P,M} in den Gitterpunkten.
Ein diskretisiertes stochastisches poröses Medium wird beschrieben durch die diskrete
Wahrscheinlichkeitsdichte
p(z1, . . . , zN) ≡ P
(
(Z1 = z1) ∧ . . . ∧ (ZN = zN )
)
, (2.8)
wobei zi ∈ {0, 1} und P ein Wahrscheinlichkeitsmaß bezeichnet. Ist p invariant unter
Translationen, spricht man von einem statistisch homogenen Medium. Es wird als isotrop
bezeichnet, wenn p rotationsinvariant ist. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsdichte Gl. 2.8
berechnet sich der Erwartungswert einer Funktion f(z1, . . . , zN) gemäß
〈f(z1, . . . , zN)〉 ≡
1∑
z1=0
. . .
1∑
zN=0
f(z1, . . . , zN) p(z1, . . . , zN). (2.9)
Dabei bedeutet 〈·〉 eine Mittelung über alle Konfigurationen.
2.1.2 n-Punkt-Korrelationsfunktionen
Die n-Punkt-Korrelationsfunktion der Phase G eines Mediums ist definiert durch ([Tor01])
SGn (r1, . . . ,rn) ≡
〈 n∏
i=1
χG(ri)
〉
. (2.10)
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Zusammen mit Gl. 2.9 und Gl. 2.8 folgt aus Gl. 2.10:
SGn (r1, . . . ,rn) =
〈 n∏
i=1
χG(ri)
〉
= P
(
(Z1 = 1) ∧ . . . ∧ (Zn = 1)
)
= P
(
(r1 ∈ G) ∧ . . . ∧ (rn ∈ G)
)
. (2.11)
Anschaulich ausgedrückt gibt die n-Punkt-Korrelationsfunktion die Wahrscheinlichkeit
an, dass sich die Punkte mit den Ortsvektoren r1, . . . ,rn alle in der Phase G befinden. Für
ein statistisch homogenes Medium gilt ([TS82]):
SGn (r1, . . . ,rn) = S
G
n (r1 + Δr, . . . ,rn + Δr). (2.12)
Wählt man speziell Δr = −r1 so folgt daraus
SGn (r1, . . . ,rn) = S
G
n (r12, . . . ,r1n), (2.13)
d. h., SGn hängt nur von den n − 1 Abständen r1i ≡ ri − r1 (1 < i ≤ n) ab. Ist das
Medium zusätzlich isotrop, reduziert sich die Abhängigkeit auf die Beträge der Abstände
‖ri − r1‖. Ein diskretisiertes stochastisches zweiphasiges Medium kann durch die Korre-
lationsfunktionen SG1 , . . . ,SGN vollständig beschrieben werden. Dies folgt daraus, dass sich
die Wahrscheinlichkeitsdichte Gl. 2.8 darstellen läßt durch ([Tor01])
P
(
(Z1 = z1) ∧ . . . ∧ (ZN = zN )
)
=
〈∏
i∈I
χG(ri)
∏
j∈J
(1− χG(rj))
〉
, (2.14)
wobei I ≡ {i|1 ≤ i ≤ N ∧ zi = 1} und J ≡ {j|1 ≤ j ≤ N ∧ zj = 0} und die rechte Seite
von Gl. 2.14 durch die Korrelationsfunktionen SG1 , . . . ,SGN ausgedrückt werden kann.
Bisher wurden Erwartungswerte von statistischen Größen durch Mittelung über alle
Konfigurationen des Mediums gebildet (vgl. Gl. 2.9). Die so genannte Ergodenhypothese
besagt, dass die Mittelung über alle Konfigurationen äquivalent ist zur Mittelung über
eine Konfiguration im Grenzfall eines unendlich großen Volumens. Ein Medium, bei dem
dieser Sachverhalt erfüllt ist, wird als ergodisches Medium bezeichnet. Für ein ergodisches,
statistisch homogenes Medium berechnen sich die n-Punkt-Korrelationsfunktionen gemäß
([Tor01])
SGn (r12, . . . ,r1n) = lim
V→∞
1
V
∫
V
χG(r)χG(r + r12) . . . χG(r + r1n) d
3r. (2.15)
Bei praktischen Anwendungen wird die Grenzwertbildung meist nicht ausgeführt, son-
dern die Mittelung erfolgt über das Volumen der gegebenen Probe des Mediums. Von den
n-Punkt-Korrelationsfunktionen werden in der Regel nur die 1-Punkt- und die 2-Punkt-
Korrelationsfunktionen zur Charakterisierung des Mediums bestimmt, da der Rechenauf-
wand bereits für n = 3 unpraktikabel hoch wird. Die 1-Punkt-Korrelationsfunktion für
ein ergodisches, statistisch homogenes Medium lautet
SG1 = 〈χG(r)〉 =
1
V
∫
VG
d3r =
VG
V
≡ φG, (2.16)
wobei VG = {r ∈ R3|χG(r) = 1}, d. h., die 1-Punkt-Korrelationsfunktion der Phase G
ist gleich ihrem Volumenanteil am Gesamtvolumen der Probe. Bei einem diskretisierten
Medium mit N Gitterpunkten gilt
φG =
1
N
N∑
i=1
χG(ri). (2.17)
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Häufig wird anstelle der 2-Punkt-Korrelationsfunktion die Autokorrelationsfunktion ver-
wendet. Diese ist für ein statistisch homogenes Medium definiert durch
AG(r) ≡
〈(
χG(r + r0)− 〈χG(r0)〉
)(
χG(r0)− 〈χG(r0)〉
)〉〈(
χG(r0)− 〈χG(r0)〉
)2〉
=
〈χG(r + r0)χG(r0)〉 − 〈χG(r0)〉2
〈χG(r0)2〉 − 〈χG(r0)〉2
=
SG2 (r)− SG2 (0)2
SG2 (0)− SG2 (0)2
=
SG2 (r)− φ2G
φG(1− φG) ,
(2.18)
wobei eine Mittelung über alle r0 der möglichen Konfigurationen bzw., im Fall eines er-
godischen Mediums, eine Mittelung über alle r0 ∈ S erfolgt. Das letzte Gleichheitszeichen
resultiert aus
SG2 (0) = 〈χG(r0)2〉 = 〈χG(r0)〉 = φG, (2.19)
da χG(r) nur die Werte 0 oder 1 annehmen kann und somit χG(r) = χG(r)2 gilt. An-
schaulich gibt die Autokorrelationsfunktion AG(r) die Wahrscheinlichkeit an, dass, wenn
ein Voxel am Ort r0 zur Phase G gehört, ein Voxel am Ort r0 + r ebenfalls ein Voxel aus
G ist. Aus Gl. 2.19 folgt
AG(0) = 1. (2.20)
Weist das Medium keine langreichweitige Ordnung1 auf, gilt
lim
r→∞
SG2 (r) = lim
r→∞
〈χG(r + r0)χG(r0)〉 = lim
r→∞
(〈χG(r + r0)〉〈χG(r0)〉) = φ2G. (2.21)
Dies führt zu der Relation
lim
r→∞
AG(r) = 0. (2.22)
Für ein zweiphasiges Medium mit G ∈ {P,M} folgt aus Gl. 2.3
AP(r) = AM(r), (2.23)
d. h., die Autokorrelationsfunktionen beider Phasen sind gleich. In den meisten Fällen
liegen von einem porösen Medium Abbildungen von zweidimensionalen Schnitten vor, an-
hand derer die Autokorrelationsfunktion bzw. die 2-Punkt-Korrelationsfunktion bestimmt
werden soll. Weist die Abbildung in x-Richtung N1 und in y-Richtung N2 Pixel auf, berech-
net sich die 2-Punkt-Korrelationsfunktion bei Annahme von Ergodizität und statistischer
Homogenität zu
SG2 (x, y) =
N1−x∑
i=1
N2−y∑
j=1
χG(x + i, y + j)χG(i, j)
(N1 − x)(N2 − y) . (2.24)
Ist das Medium zusätzlich isotrop, so liefert ein Übergang zu Polarkoordinaten x = r cosϕ,
y = r sinϕ und Mittelung über einen Viertelkreis (vgl. Abb. 2.1) ([Ber85])
SG2 (r) =
1
2r + 1
2r∑
j=0
SG2 (r cos
πj
4r
, r sin
πj
4r
). (2.25)
Die Werte von SG2 (r) für die das Koordinatentupel (r cos
πj
4r
, r sin πj
4r
) nicht genau auf
1Eine langreichweitige Ordnung besteht beispielsweise bei regelmäßigen Gitterstrukturen.
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Abb. 2.1: Richtungsmittelung der 2-Punkt-Korrelationsfunktion bei Isotropie ([Ber85])
einem Gitterpunkt liegt, werden durch bilineare Interpolation zwischen den Werten der
benachbarten Gitterpunkte ermittelt.
Im Fall dreidimensionaler Datensätze des Mediums mit N1 ·N2 ·N3 Voxeln gilt analog
zu Gl. 2.24
SG2 (x, y, z) =
N1−x∑
i=1
N2−y∑
j=1
N3−z∑
k=1
χG(x + i, y + j, z + k)χG(i, j, k)
(N1 − x)(N2 − y)(N3 − z) . (2.26)
Bei einem isotropen Medium würde man die 2-Punkt-Korrelationsfunktion an n gleichmä-
ßig verteilten Punkten im Abstand r eines willkürlich gewählten Koordinatenursprungs
berechnen und die Ergebnisse mitteln, um SG2 (r =
√
x2 + y2 + z2) zu erhalten. Während
es jedoch in zwei Dimensionen mathematisch ohne großen Aufwand möglich ist, Punkte
gleichmäßig auf einem Kreis zu verteilen, existiert in drei Dimensionen keine allgemei-
ne Lösung für das Problem, eine beliebige Anzahl Punkte gleichmäßig auf einer Kugel-
oberfläche mit Radius r zu verteilen1. Die Berechnung der 2-Punkt- bzw. Autokorrelati-
onsfunktionen der dreidimensionalen Mikrostrukturen in Kap. 3.1.6 und Kap. 5.1 erfolgt
deshalb unter Verwendung von Kugelkoordinaten
x = r cosφ sin θ
y = r sin φ sin θ
z = r cos θ
(2.27)
näherungsweise gemäß
SG2 (r =
√
x2 + y2 + z2)
=
1
(2r + 1)2 − 2r
(
2r∑
j=0
2r∑
k=1
SG2 (r cos
πj
4r
sin
πk
4r
, r sin
πj
4r
sin
πk
4r
, r cos
πk
4r
)
+SG2 (0,0,r)
)
,
(2.28)
wobei eine Mittelung über eine Achtelkugel vorgenommen wird. Die Näherung besteht
darin, dass die Punkte, an denen die 2-Punkt-Korrelationsfunktion berechnet wird, dich-
ter liegen auf Kreisen mit kleinerem Azimutwinkel θ (bei variablem Polarwinkel φ) als
1Diese mathematische Problemstellung wird in der Literatur häufig nach dem ungarischen Mathema-
tiker Lázló Fejes-Tóth (1915–2005) als Fejes-Tóth-Problem bezeichnet.
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auf jenen mit größerem und somit stärker gewichtet werden. Je vollkommener die Isotro-
pie des Mediums ist, desto kleiner ist dieser Fehler. Zwischenwerte von SG2 (r) bei denen
(r cos πj
4r
sin πk
4r
, r sin πj
4r
sin πk
4r
, r cos πk
4r
) nicht auf einem Gitterpunkt liegt, wurden durch
trilineare Interpolation der Werte benachbarter Gitterpunkte bestimmt.
2.2 Stochastische Rekonstruktion poröser Medien
Bei der geometrischen Modellierung eines porösen Mediums tritt häufig die Problemstel-
lung auf, dreidimensionale Mikrostrukturen, die eine vorgegebene Porosität und Autokor-
relationsfunktion besitzen, numerisch zu generieren. Joshi hat in [Jos74] einen Algorith-
mus zur Simulation zweidimensionaler Strukturen von Felsgesteinen beschrieben, deren
Porosität und Autokorrelationsfunktion identisch ist mit denen einer lichtmikroskopischen
Aufnahme von Dünn- bzw. Anschliffen des Materials. Quiblier hat die Arbeit von Joshi
erweitert und auf die Rekonstruktion dreidimensionaler Mikrostrukturen aus zweidimen-
sionalen Mikroskopaufnahmen ausgeweitet ([Qui84]). Im Folgenden wird der mathema-
tische Formalismus am Beispiel der dreidimensionalen Rekonstruktion des Porenraums
P eines zweiphasigen porösen Mediums anhand von zweidimensionalen Aufnahmen des
Materials erläutert.
Ausgangspunkt in [Qui84] ist, dass die 1-Punkt-Korrelationsfunktion (Porosität) und
die Autokorrelationsfunktion des Porenraums invariant sind beim Übergang von zwei zu
drei Dimensionen und dass die notwendigen Informationen zur Charakterisierung der Mor-
phologie des Porenraums eines porösen Mediums in diesen beiden Funktionen enthalten
sind. Ziel des beschriebenen Verfahrens ist es deshalb, eine dreidimensionale Mikrostruk-
tur des Materials zu simulieren, welche eine Porosität φ und Autokorrelationsfunktion
A aufweist, die identisch sind mit denjenigen anhand von zweidimensionalen Aufnah-
men des realen Mediums bestimmten. Es wird vorausgesetzt, dass das Medium ergodisch
und statistisch homogen ist. Die Abmessungen der Modellstruktur, d. h., die Anzahl der
Gitterpunkte in jeder der drei Richtungen im Raum seien N1, N2 und N3. Für jeden
Gitterpunkt r = (i, j, k) (1 ≤ i ≤ N1, 1 ≤ j ≤ N2, 1 ≤ k ≤ N3) wird eine Zufallszahl
x(r) ∈ R generiert. Die Zufallszahlen X = {x(r)} sind normalverteilt mit Erwartungswert
E(X) = 0 und Varianz V (X) = 1. Zu jedem Gitterpunkt r = (i, j, k) wird eine Umgebung
von benachbarten Gitterpunkten r + d = (i + l, j + m, k + n) betrachtet, bis zu einer
Entfernung, ab der die Autokorrelationsfunktion näherungsweise null ist (die Autokorre-
lationsfunktion wird mit zunehmendem Abstand d ≡ ‖d‖ kleiner, vgl. Gl. 2.22). Aus den
Zufallszahlen x(r + d) in dieser Umgebung werden Linearkombinationen y(r) mit
y(r) = y(i, j, k) ≡
∑
l,m,n
al,m,n x(i + l, j + m, k + n). (2.29)
gebildet. Aufgrund von
E(Y) =
∑
l,m,n
al,m,n E(X) = 0 (2.30)
folgt, dass der Erwartungswert von Y ≡ {y(r)} ebenfalls null ist. Für die Varianz V (Y)
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erhält man
V (Y) = E
(
(y(i, j, k)− E(Y))2) = E(y(i, j, k)2)
=
∑
l,m,n
l′,m′,n′
al,m,n al′,m′,n′ E
(
x(i + l, j + m, k + n) x(i + l′, j + m′, k + n′)
)
=
∑
l,m,n
a2l,m,n, (2.31)
wobei das letzte Gleichheitszeichen gilt, da
E
(
x(i + l, j + m, k + n) x(i + l′, j + m′, k + n′)
)
= δl,l′ δm,m′ δn,n′ (2.32)
mit dem Kronecker-Delta
δi,j ≡
{
1, i = j
0, sonst
. (2.33)
Die Autokorrelationsfunktion der Menge Y lautet
AY(d) = AY(l,m, n)
=
E
(
(y(l + i,m + j, n + k)− E(y(i, j, k))) (y(i, j, k)− E(y(i, j, k))))
E
(
(y(i, j, k)− E(y(i, j, k)))2)
=
E
(
y(l + i,m + j, n + k) y(i, j, k)
)
E
(
y(i, j, k)2
)
=
E
( ∑
i′,j′,k′
i′′,j′′,k′′
ai′,j′,k′ ai′′,j′′,k′′ x(l + i + i
′, m + j + j′, n + k + k′) x(i + i′′, j + j′′, k + k′′)
)
E
( ∑
i′,j′,k′
i′′,j′′,k′′
ai′,j′,k′ ai′′,j′′,k′′ x(i + i′, j + j′, k + k′) x(i + i′′, j + j′′, k + k′′)
)
=
∑
i′,j′,k′
i′′,j′′,k′′
ai′,j′,k′ ai′′,j′′,k′′ δl+i′,i′′ δm+j′,j′′ δn+k′,k′′
∑
i′,j′,k′
i′′,j′′,k′′
ai′,j′,k′ ai′′,j′′,k′′ δi′,i′′ δj′,j′′ δk′,k′′
=
∑
i′,j′,k′
ai′,j′,k′ al+i′,m+j′,n+k′∑
i′,j′,k′
a2i′,j′,k′
. (2.34)
Da die y(r) ∈ Y normalverteilt sind mit dem Erwartungswert null und der Standardab-
weichung σY ≡
√
V (Y), ist ihre Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben durch
p(y) =
1√
2 π σY
exp
(
−1
2
(
y
σY
)2)
(2.35)
und die kumulative Wahrscheinlichkeit ist
P (y) ≡
y∫
−∞
p(y′) dy′ =
1√
2 π σY
y∫
−∞
exp
(
−1
2
(
y′
σY
)2)
dy′ =
1√
π
y√
2σ∫
−∞
exp(−u2) du
=
1√
π
0∫
−∞
exp(−u2) du + 1√
π
y√
2σ∫
0
exp(−u2) du
=
1
2
+
1
2
erf
(
y√
2σ
)
=
1
2
(
1 + erf
(
y√
2σ
))
(2.36)
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mit der Fehlerfunktion
erf(y) ≡ 2√
π
y∫
0
exp(−u2)du. (2.37)
Das poröse zweiphasige Medium wird durch eine diskrete Verteilung Z ≡ {z(r)|z(r) =
χZ(r)} mit der charakteristischen Funktion χZ(r) beschrieben. Ohne Beschränkung der
Allgemeinheit soll im Folgenden Z den Porenraum des Mediums repräsentieren. Der Über-
gang von Y nach Z erfolgt durch die Abbildung
F : R → {0, 1} y(r) → z(r) ≡
{
1, falls P (y(r)) ≤ φZ
0, sonst
. (2.38)
F ist so gewählt, dass die 1-Punkt-Korrelationsfunktion von Z (bzw. der Mittelwert von
Z) mit der an einem zweidimensionalen Schnitt einer Probe des Mediums bestimmten
Porosität φZ übereinstimmt:
SZ1 = 〈z(r)〉 = E(Z) = 1 · P (z = 1) + 0 · P (z = 0) = 1 · φZ + 0 · (1− φZ) = φZ. (2.39)
Die Varianz V (Z) berechnet sich gemäß
V (Z) = E
(
(z(r)−E(Z))2) = (1− φZ)2 · φZ + (0− φZ)2 · (1− φZ) = φZ(1− φZ). (2.40)
Das durch Z repräsentierte Medium soll außer der Porosität φZ auch die an dem Schnitt
bestimmte Autokorrelationsfunktion des Porenraums bzw. Feststoffs aufweisen. Die Au-
tokorrelationsfunktion von Z ist gegeben durch (vgl. Gl. 2.18)
AZ(d) =
E
(
(z(d + r)− φZ)(z(r)− φZ)
)
φZ(1− φZ) . (2.41)
Die weitere Berechnung von AZ(d) erfolgt vor dem Hintergrund, dass z = F (y) (y ∈ Y)
und Y normalverteilt ist. Nachfolgend sei
y1 ≡ y(r)
y2 ≡ y(d+ r)
z1 ≡ z(r) = F (y(r)) = F (y1)
z2 ≡ z(d + r) = F (y(d+ r)) = F (y2).
(2.42)
Die Wahrscheinlichkeit, dass für zwei beliebige aus Y entnommene Zahlen y˜1 und y˜2 gilt
y˜1 ∈ [y1, y1 + dy1] und gleichzeitig y˜2 ∈ [y2, y2 + dy2], lautet
p(y1, y2) dy1 dy2 (2.43)
mit der zweidimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichte (zur Herleitung vgl. AnhangA)
p(y1, y2) =
1
2πσ2
Y
√
1− ρ2
Y
exp
(
−y
2
1 + y
2
2 − 2ρYy1y2
2σ2
Y
(1− ρ2
Y
)
)
=
1
2πσ2
Y
√
1− ρ2
Y
exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2 − 2ρYψ1ψ2
2(1− ρ2
Y
)
) (2.44)
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wobei
ρY ≡ AY(d) (2.45)
ψ1 ≡ y1/σY (2.46)
ψ2 ≡ y2/σY. (2.47)
p(y1, y2) erfüllt die Gleichungen
P (y1) =
∞∫
−∞
p(y1, y2) dy2 =
1√
2πσY
exp
(
−1
2
(
y1
σY
)2)
(2.48)
P (y2) =
∞∫
−∞
p(y1, y2) dy1 =
1√
2πσY
exp
(
−1
2
(
y2
σY
)2)
(2.49)
1 =
∞∫
−∞
∞∫
−∞
p(y1, y2) dy1 dy2. (2.50)
Damit erhält man für die Autokorrelationsfunktion Gl. 2.41:
AZ(d) =
1
φZ(1− φZ)
∞∫
−∞
∞∫
−∞
(F (y1)− φZ)(F (y2)− φZ) p(y1, y2) dy1 dy2
=
1
φZ(1− φZ)
∞∫
−∞
∞∫
−∞
(F (y1)− φZ)(F (y2)− φZ)
· 1
2π σ2
Y
√
1− ρ2
Y
exp
(
−y
2
1 + y
2
2 − 2 ρY y1 y2
2σ2
Y
(1− ρ2
Y
)
)
dy1 dy2
=
1
φZ(1− φZ)
∞∫
−∞
∞∫
−∞
(F (σYψ1)− φZ)(F (σYψ2)− φZ)
· 1
2π
√
1− ρ2
Y
exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2 − 2 ρY ψ1 ψ2
2(1− ρ2
Y
)
)
dψ1 dψ2.
(2.51)
Unter Verwendung der Identität (Mehler-Formel, Beweis vgl. AnhangB)
1√
1− ρ2
Y
exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2 − 2 ρY ψ1 ψ2
2(1− ρ2
Y
)
)
= exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2
2
) ∞∑
n=0
Hen(ψ1)Hen(ψ2)
n!
ρn
Y
(2.52)
mit den Hermite-Polynomen
Hen(ψ) ≡ (−1)n exp
(
ψ2
2
)
dn
dψn
exp
(
−ψ
2
2
)
(2.53)
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kann Gl. 2.51 umgeformt werden zu
AZ(d) =
1
2πφZ(1− φZ)
∞∑
n=0
ρn
Y
∞∫
−∞
∞∫
−∞
(F (σYψ1)− φZ)(F (σYψ2)− φZ)
· exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2
2
)
Hen(ψ1)Hen(ψ2)
n!
dψ1 dψ2
=
∞∑
n=0
C2nρ
n
Y
,
(2.54)
wobei
Cn ≡ 1√
2 π n!
∞∫
−∞
c(σYψ) exp
(
−ψ
2
2
)
Hen(ψ) dψ (2.55)
und
c(y) ≡
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− φZ√
φZ(1− φZ)
, falls P (y) ≤ φZ
−φZ√
φZ(1− φZ)
, falls P (y) > φZ
. (2.56)
Die Autokorrelationsfunktion von Z ergibt sich somit aus derjenigen der Menge Y.
Zusammenfassend erfordert die Rekonstruktion einer dreidimensionalen Mikrostruktur
aus zweidimensionalen Aufnahmen von Dünn- oder Anschliffen des betrachteten zweipha-
sigen porösen Mediums die folgenden Arbeitsschritte:
1. Anhand von (zweidimensionalen) Aufnahmen von Schnitten des Mediums (An- bzw.
Dünnschliffe) werden die 1-Punkt-Korrelationsfunktion (die Porosität) sowie die Au-
tokorrelationsfunktion AZ des Porenraums bestimmt.
2. Nach Wahl von σY = 1 (in der Regel wird σY = 1 gewählt), können aus der Kenntnis
der Porosität mit Gl. 2.55 und Gl. 2.56 die Koeffizienten Cn (n <∞, so gewählt, dass
die gewünschte Genauigkeit erreicht wird, vorausgesetzt, dass die Reihe in Gl. 2.54
konvergiert) berechnet werden.
3. Mit Hilfe von Gl. 2.54 erfolgt die Bestimmung der Autokorrelationsfunktion AY = ρY
der Menge Y (AZ ist vorgegeben).
4. Unter Verwendung von Gl. 2.34 werden die Koeffizienten ar,s,t bestimmt. Dieser
Punkt stellt den rechenaufwendigsten Arbeitsschritt dar, da für eine Mikrostruk-
tur mit N Gitterpunkten ein nichtlineares Gleichungssystem mit N Unbekannten
gelöst werden muss.
5. Für jeden Gitterpunkt r der rekonstruierten dreidimensionalen Mikrostruktur wird
eine Zahl x(r) generiert. Die Menge X = {x(r)} ist normalverteilt mit Erwartungs-
wert null und Standardabweichung eins.
6. Aus den x(r) werden Linearkombinationen y(r) gemäß Gl. 2.29 gebildet mit den
unter 4. bestimmten Koeffizienten ar,s,t.
7. Abbildung der y(r) mit Hilfe von F aus Gl. 2.38 auf die z(r).
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Die Menge Z = {z(r)} weist dann die gleiche 1-Punkt-Korrelationsfunktion und Autokor-
relationsfunktion auf, wie die zweidimensionalen Aufnahmen einer Probe des Mediums
und stellt eine dreidimensionale Repräsentation dieses Mediums dar. Dies gilt, sofern
die Porosität und die Autokorrelationsfunktion zu einer Charakterisierung der Morpho-
logie ausreichen, was in der entsprechenden Literatur bisher meist angenommen wurde.
Zur vollständigen Charakterisierung sind theoretisch alle n-Punkt-Korrelationsfunktionen
notwendig, nicht nur die 1- und 2-Punkt-Korrelationsfunktion bzw. Autokorrelationsfunk-
tion. Tatsächlich deuten Untersuchungen von Biswal und Hilfer darauf hin, dass spe-
ziell die Perkolationseigenschaften des Porenraums stochastisch rekonstruierter Medien
verschieden sind von denen, welche anhand computertomografischer Aufnahmen des glei-
chen Materials ermittelt wurden ([BH99]). Die Perkolation des Porenraums hat jedoch
einen signifikanten Einfluss auf den Feuchtetransport.
2.3 Fraktale Geometrie
Die komplexe morphologische Struktur der Phasen eines porösen Mediums kann mit der
Euklidischen Geometrie nicht ausreichend beschrieben werden. Ein anderer Ansatz stellt
die von Mandelbrot entwickelte Fraktale Geometrie dar. Gegenstand der Fraktalen
Geometrie sind Objekte, die eine hohe Selbstähnlichkeit aufweisen. Ein Objekt ist dabei
selbstähnlich, wenn jeder vergrößerte Ausschnitt desselben geometrisch ähnlich ist zum
Ganzen.
Die Definition des Begriffs „Fraktal“ ist bis heute nicht zufriedenstellend erfolgt.
Mandelbrot charakterisiert Fraktale als Mengen, deren Hausdorff-
Besicovitch-Dimension stets größer ist als ihre Topologische Dimension ([Man83]). In
dieser Definition taucht der Terminus „Dimension“ auf. Es können zwei Klassen von Di-
mensionen unterschieden werden ([Edg90]): Die Topologische Dimension und die Fraktale
Dimension. Die Topologische Dimension ist stets gegeben durch eine natürliche Zahl:
Punkte haben die Dimension null, Kurven die Dimension eins, Flächen sind zwei- und
Volumen dreidimensional. Objekte der Fraktalen Geometrie erfordern zu ihrer Beschrei-
bung eine Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffs. Die Fraktale Dimension kann auch
eine gebrochene Zahl annehmen. Der Name „Fraktal“ (lat. fractus = gebrochen) rührt von
dieser Eigenschaft her. Für Objekte, die Gegenstand der Euklidischen Geometrie sind,
sind Topologische und Fraktale Dimension gleich.
In den folgenden Abschnitten werden einige grundlegende mathematischen Begriffe
vorgestellt, die für die Formulierung der Fraktalen Geometrie besonders wichtig sind. Sie
dienen als Grundlage für das Verständnis der in Kap. 5.2 dargestellten Charakterisierung
des Porenraums der verwendeten Zementsteinmikrostrukturen mit Hilfe der Fraktalen
Dimension.
2.3.1 Topologische Dimension
Unter dem Begriff „Topologische Dimension“ wird häufig die Lebesgue-Überdeckungs-
dimension verstanden. Zu ihrer Definition sind einige Grundbegriffe aus der Topologie
erforderlich, die nachfolgend vorgestellt werden (vgl. u. a. [For89], [BSM05], [Edg90]).
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Definition 2.1 (Metrik). Es sei X eine Menge. Eine Metrik ist eine Abbildung
d : X ×X → R
(x, y) → d(x, y)
mit folgenden Eigenschaften:
i. d(x, y) = 0 ⇔ x = y
ii. Für alle x, y ∈ X gilt d(x, y) = d(y, x). (Symmetrie)
iii. Für alle x, y, z ∈ X gilt d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z). (Dreiecksungleichung)
Ein Beispiel für eine Metrik auf dem Rn ist der durch die euklidische Norm definierte
Abstand zweier Punkte x, y ∈ Rn: d(x, y) = ‖x− y‖ ≡√(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2.
Definition 2.2 (Metrischer Raum). Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) beste-
hend aus einer Menge X und einer Metrik d.
Definition 2.3 (Offene Kugel). Es sei (X, d) ein metrischer Raum, x0 ∈ X ein Punkt
und  ∈ R mit  > 0. Die Menge
B(x0, ) ≡ {x ∈ X|d(x, x0) < } (2.57)
heißt offene Kugel mit Mittelpunkt x0 und Radius  bzgl. der Metrik d.
Definition 2.4 (Offene Menge). Eine Teilmenge U eines metrischen Raums heißt offen,
wenn es zu jedem x0 ∈ U eine reelle Zahl  > 0 gibt, so dass B(x0, ) ⊂ U .
Definition 2.5 (Überdeckung). Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raums. Eine
Familie von Mengen (Ui)i∈I ist eine Überdeckung von A, falls A ⊂
⋃
i∈I Ui. Dabei ist I
eine beliebige (endliche oder unendliche) Indexmenge. Eine offene Überdeckung von A ist
eine Überdeckung, die nur aus offenen Mengen Ui besteht.
Definition 2.6 (Kompakte Menge). Eine Teilmenge A eines metrischen Raums ist
kompakt, wenn jede offene Überdeckung von A ⊂ ⋃i∈I Ui eine endliche Teilüberdeckung
A ⊂ Ui1 ∪ . . . ∪ Uin besitzt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass A abgeschlossen und
beschränkt ist.
Definition 2.7 (Verfeinerung). Eine Verfeinerung einer Überdeckung C von A ist eine
Überdeckung C′ von A, so dass jede Menge U ′ von C′ enthalten ist in einer Menge U von
C.
Nach den vorstehenden Begriffsbestimmungen, lautet die Definition der Lebesgue-Über-
deckungsdimension (vgl. [Edg90]):
Definition 2.8 (Lebesgue-Überdeckungsdimension). Es sei A eine Teilmenge eines
metrischen Raums. A hat genau dann die Topologische Dimension dimT , falls es zu jeder
offenen Überdeckung C von A eine Verfeinerung C′ gibt, so dass jedes x ∈ A in höchstens
dimT + 1 Mengen von C′ enthalten ist. dimT ist dabei die kleinste Zahl, die sich aus der
Menge der möglichen Überdeckungen ergibt. Es gilt dimT ∈ N.
Die Lebesgue-Überdeckungsdimension wird häufig auch als Topologische Dimension be-
zeichnet obwohl dieser Begriff eigentlich eine Klasse von Dimensionen bezeichnet.
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2.3.2 Fraktale Dimension
Unter den verschiedenen Definitionen einer „Fraktalen Dimension“, die Eingang in die
Fraktale Geometrie gefunden haben, ist die von Hausdorff 1919 formulierte und spä-
ter von Besicovitch in ihre endgültige Form gebrachte Hausdorff-Besicovitch-
Dimension die älteste und für das Verständnis der Fraktalen Geometrie grundlegendste.
Sie wurde von Mandelbrot zur Definition des Fraktals verwendet. Ihr Vorteil liegt dar-
in, dass sie für beliebige Mengen definiert und deshalb allgemein anwendbar ist. Aufgrund
ihrer Universalität eignet sie sich für mathematische Definitionen. Sie ist jedoch in vielen
Fällen nur schwer zu berechnen. Aus diesem Grund werden vielfach andere Definitionen
benutzt, die jedoch meist nur bei bestimmten Mengen oder gewissen Randbedingungen
Verwendung finden können.
In den folgenden Kapiteln werden einige Fraktale Dimensionen vorgestellt und die
Beziehung zwischen ihnen erörtert ([Edg90], [Fal93]).
2.3.2.1 Hausdorff-Besicovitch-Dimension
Die Definition der Hausdorff-Besicovitch-Dimension erfolgt über das so genannte
Hausdorff-Maß Hs:
Definition 2.9 (Hausdorff-Maß). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X
eine Teilmenge. Für beliebige Parameter s ≥ 0 und  > 0 (s,  ∈ R) wird die Größe
Hs(A) ≡ inf
{ ∞∑
i=1
|Ui|s
∣∣∣A ⊆ ∞⋃
i=1
Ui ; 0 < |Ui| ≤ 
}
(2.58)
gebildet, wobei alle Überdeckungen von A durch abzählbar viele (beliebige) Teilmengen
U1, U2, . . . ⊂ X durchlaufen werden, deren Durchmesser
|Ui| ≡ sup{d(x, y)
∣∣x, y ∈ Ui} (2.59)
kleiner oder gleich  ist. Das Hausdorff-Maß zur Dimension s von A ist dann gegeben
durch
Hs(A) ≡ lim
→0
Hs(A). (2.60)
Satz 2.1. Es sei A eine Teilmenge eines metrischen Raums und s, t ∈ R mit 0 < s < t.
Dann gelten die Folgerungen
Hs(A) <∞ ⇒ Ht(A) = 0
Ht(A) > 0 ⇒ Hs(A) = ∞.
Beweis. Es sei Hs(A) <∞. Aus der Definition des Hausdorff-Maßes folgt
|Ui|t/|Ui|s = |Ui|t−s ≤ t−s ⇒ |Ui|t ≤ t−s|Ui|s
⇒
∞∑
i=1
|Ui|t ≤ t−s
∞∑
i=1
|Ui|s ⇒ Ht(A) ≤ t−sHs(A)
⇒ Ht(A) = lim
→0
Ht(A) ≤ lim
→0
t−sHs(A) = 0 · Hs(A) = 0.
Die zweite Aussage ist die kontrapositive Formulierung der ersten.
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Aus Satz 2.1 folgt, dass es für eine Menge A genau einen „kritischen Wert“ s0 ∈ [0,∞]
gibt mit
Hs(A) =
{ ∞, falls s < s0
0, falls s > s0
. (2.61)
Der Wert s0 ist die Hausdorff-Besicovitch-Dimension. Die genaue Definition lautet:
Definition 2.10 (Hausdorff-Besicovitch-Dimension). Die Hausdorff-
Besicovitch-Dimension dimH(A) ist definiert als das Infimum aller s, für dieHs(A) = 0
ist oder, äquivalent dazu, das Supremum aller s für die Hs(A) = ∞ gilt:
dimH(A) ≡ inf{s
∣∣Hs(A) = 0} = sup{s∣∣Hs(A) =∞}. (2.62)
Aus obiger Definition folgt: dimH ∈ R.
2.3.2.2 Box-Counting-Dimension
Im Gegensatz zur Hausdorff-Besicovitch-Dimension ist die Box-Counting- oder Ka-
pazitäts-Dimension relativ einfach numerisch bestimmbar und eignet sich deshalb für die
Berechnung mit Hilfe von EDV-Anlagen.
Definition 2.11 (Box-Counting-Maß). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X
eine nichtleere beschränkte Teilmenge. Weiterhin sei N(A) die kleinste Anzahl von Men-
gen Ui ⊂ X mit einem Durchmesser von höchstens , mit der A überdeckt werden kann.
Das Box-Counting-Maß zur Dimension s der Menge A ist definiert als ([Edg90])
Bs(A) ≡ lim inf
→0
Bs (A) (2.63)
mit
Bs (A) ≡ N(A) · s ≡ inf
{
N∑
i=1
s
∣∣∣A ⊆ N⋃
i=1
Ui; 0 < |Ui| ≤ , N <∞
}
. (2.64)
Analog zu Satz 2.1 des Hausdorff-Maßes gilt folgende Aussage:
Satz 2.2. Es sei A eine beschränkte Teilmenge eines metrischen Raums und s, t ∈ R mit
0 < s < t. Dann gelten die Folgerungen
Bs(A) <∞ ⇒ Bt(A) = 0
Bt(A) > 0 ⇒ Bs(A) =∞.
Beweis. Es sei Bs(A) <∞. Dann gilt
Bt(A) = lim inf
→0
Bt(A) = lim inf
→0
N(A) · t = lim inf
→0
t−sN(A) · s
= lim inf
→0
t−sBs (A) = 0 · Bs(A) = 0.
Die zweite Formulierung ist damit ebenfalls bewiesen.
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Aus Satz 2.2 folgt, wie im Fall des Hausdorff-Maßes, dass es für eine Menge A genau
einen kritischen Wert s0 ∈ [0,∞] gibt mit
Bs(A) =
{ ∞, falls s < s0
0, falls s > s0
. (2.65)
Existiert ein s0 mit 0 < Bs0(A) <∞, so folgt aus der Definition des Box-Counting-Maßes
Gl. 2.63 und Gl. 2.64
−∞ < log(Bs0(A)) = lim inf
→0
(
s0 · log  + log(N(A))
)
<∞
⇒ s0 = lim inf
→0
log
(
Bs0(A)
)− log(N(A))
log()
= lim inf
→0
log
(
N(A)
)
− log() . (2.66)
Dies legt folgende Definition der Box-Counting-Dimension nahe ([Fal93]):
Definition 2.12 (Box-Counting-Dimension). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und
A ⊂ X eine nichtleere beschränkte Teilmenge. Die untere und obere Box-Counting-Di-
mension wird definiert als
dimB(A) ≡ lim inf
→0
log
(
N(A)
)
− log() (2.67)
dimB(A) ≡ lim sup
→0
log
(
N(A)
)
− log() . (2.68)
Wenn beide Grenzwerte gleich sind, heißt der gemeinsame Wert Box-Counting-Dimension:
dimB(A) ≡ lim
→0
log(N(A))
− log() . (2.69)
Satz 2.3. Zwischen Hausdorff-Besicovitch- und Box-Counting-Dimension besteht
die Relation
dimH(A) ≤ dimB(A) ≤ dimB(A). (2.70)
Beweis. Aus der Definition des Hausdorff-Maßes folgt Hs(A) ≤ N(A)s. Es sei 1 <
Hs(A) = lim
→0
Hs(A). Dann folgt, falls  hinreichend klein ist,
0 < log
(
N(A)
s
)
= log
(
N(A)
)
+ s log()
⇒ s ≤ lim inf
→0
(log
(
N(A)
)
/
(− log())
⇒ dimH(A) ≤ dimB(A) ≤ dimB(A).
Die Box-Counting-Dimension stellt somit eine obere Schranke für die
Hausdorff-Besicovitch-Dimension dar.
2.3.2.3 Ähnlichkeitsdimension
Die Ähnlichkeitsdimension, als weiteres Beispiel einer Fraktalen Dimension, ist nur für
strikt selbstähnliche Mengen definiert.
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Definition 2.13 (Ähnlichkeitsabbildung). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und
A ⊂ X eine Teilmenge. Eine Abbildung S : A → A heißt Ähnlichkeitsabbildung auf A
([Fal93], [Edg90]), falls eine Zahl c mit 0 < c < 1 (c heißt das Verhältnis von S) existiert,
so dass für alle x, y ∈ A gilt
d(S(x), S(y)) = c · d(x, y). (2.71)
Definition 2.14 (Hutchinson-Operator). Es sei (X, d) ein metrischer Raum, A ⊂ X
eine nichtleere kompakte Teilmenge und S1, . . . , Sn seien Ähnlichkeitsabbildungen auf A.
Die Abbildung
S(A) ≡
n⋃
i=1
Si(A) (2.72)
heißt Hutchinson-Operator.
Folgender Satz kann bewiesen werden ([Edg90]):
Satz 2.4. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und S1, . . . , Sn seien Ähnlichkeitsabbildungen
auf X. Dann gibt es eine eindeutige nichtleere kompakte Teilmenge A ⊂ X, die invariant
bezüglich des Hutchinson-Operators S =
⋃n
i=1 Si ist, d. h., für die gilt:
A = S(A) =
n⋃
i=1
Si(A). (2.73)
Wird mit Sk die k-te Iterierte von S bezeichnet, d. h.,
S0(A) ≡ A Sk(A) ≡ S(Sk−1(A)) für k ≥ 1, (2.74)
dann gilt:
A =
∞⋂
k=1
Sk(A) (2.75)
für jede Menge A mit Si(A) ⊂ A, i = 1, . . . , n.
Definition 2.15 (Selbstähnliche Menge). Eine nichtleere kompakte Teilmenge A ei-
nes metrischen Raums, für die Gl. 2.73 erfüllt ist, wird als (strikt) selbstähnliche Menge
bezüglich des Hutchinson-Operators S bezeichnet.
Damit kann die Definition der Ähnlichkeitsdimension erfolgen ([Fal93], [Edg90]):
Definition 2.16 (Ähnlichkeitsdimension). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und
A ⊂ X eine nichtleere kompakte Teilmenge. S1, . . . , Sn seien Ähnlichkeitsabbildungen auf
A mit den Verhältnissen c1, . . . , cn. Weiterhin sei A selbstähnlich bezüglich des Hutchin-
son-Operators S =
⋃n
i=1 Si. Ist s ∈ R Lösung der Gleichung
n∑
i=1
csi = 1, (2.76)
so heißt dimS(A) ≡ s die Ähnlichkeitsdimension von A.
Die Voraussetzung, wann die Hausdorff-Besicovitch-Dimension, die Box-
Counting-Dimension sowie die Ähnlichkeitsdimension gleiche Werte besitzen, ist durch
die Offene-Mengen-Bedingung gegeben:
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Definition 2.17 (Offene-Mengen-Bedingung). Es seien S1, . . . , Sn Ähnlichkeitsabbil-
dungen. Die Si erfüllen die Offene-Mengen-Bedingung, falls es eine nichtleere beschränkte
offene Menge V gibt, so dass
n⋃
i=1
Si(V ) ⊂ V mit Si(V ) ∩ Sj(V ) = ∅ für i = j. (2.77)
Damit kann folgender Satz bewiesen werden ([Fal93], [Edg90]):
Satz 2.5. Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine nichtleere kompakte Teil-
menge. S1, . . . , Sn seien Ähnlichkeitsabbildungen auf A mit Verhältnissen c1, . . . , cn, wel-
che die Offene-Mengen-Bedingung erfüllen. Weiterhin sei A bezüglich der Si selbstähnlich,
d. h.
A = S(A) =
n⋃
i=1
Si(A). (2.78)
Dann gilt
dimH(A) = dimB(A) = dimS(A) (2.79)
mit dimS(A) = s, wobei s gegeben ist durch
n∑
i=1
csi = 1. (2.80)
Weiterhin gilt für s:
0 < Hs(A) <∞. (2.81)
2.3.3 Beispiele zur Berechung der Fraktalen Dimension
2.3.3.1 Koch-Kurve
Die so genannte Koch-Kurve entsteht durch folgende Bildungsvorschrift: Es sei K0 ⊂ R2
die Strecke von (0, 0) bis (1, 0). K1 ⊂ R2 wird gebildet durch Löschen des Intervalls
]1/3, 2/3[ von K0 und Ersetzen dieses Abschnitts durch die Schenkel eines gleichseitigen
Dreiecks mit der Seitenlänge 1/3 (vgl. Abb. 2.2). Die Koch-Kurve ist die invariante Menge
des Hutchinson-Operators S, der durch vier Ähnlichkeitsabbildungen gebildet wird. Es
gilt:
K1 = S(K0) =
4⋃
i=1
Si(K0). (2.82)
S1 bildet K0 auf das mit „1“ bezeichnete Segment von K1 ab, S2 auf das mit „2“ bezeich-
nete, usw. Die Ähnlichkeitsabbildungen haben die Form
Si(x) = ci Ri x + ti (2.83)
mit einem Skalierungsfaktor ci, einer Drehmatrix
Ri =
(
cosϕi − sinϕi
sinϕi cosϕi
)
(2.84)
sowie einem Translationsvektor ti. Die Parameter ci, ϕ und ti sind in Tab. 2.1 zusammen-
gestellt.
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K0
K1
1
2 3
4
K2
K3
K4
K5
Abb. 2.2: Konstruktion der Koch-Kurve
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Tab. 2.1: Parameter der Ähnlichkeitsabbildungen der Koch-Kurve
Abbildung ci ϕi ti
S1 1/3 0°
(
0
0
)
S2 1/3 60°
(
1/3
0
)
S3 1/3 -60°
( 1/2√
3/6
)
S4 1/3 0°
(
2/3
0
)
Die zweite Iteration der Koch-Kurve K2 ergibt sich gemäß
K2 = S(K1) =
4⋃
i=1
Si(K1) = S
2(K0). (2.85)
Allgemein gilt für die k-te Iteration
Kk = S(Kk−1) = Sk(K0). (2.86)
Die eigentliche Koch-Kurve ist durch
K∞ = S∞(K0) (2.87)
gegeben.
Die vier Ähnlichkeitsabbildungen genügen der Bedingung d(Si(x), Si(y)) = 1/3 d(x, y).
Die Ähnlichkeitsdimension dimS(K∞) ergibt sich sich deshalb durch die Lösung der Glei-
chung
4 ·
(
1
3
)s
= 1 (2.88)
zu
dimS(K∞) =
log(4)
log(3)
= 1,2618 . . . . (2.89)
Zur Bestimmung der Box-Counting-Dimension wird die Koch-Kurve mit Gitternnetzen
verschiedener Maschenweiten  überdeckt und die Anzahl N der Kästchen, welche Punkte
der Kurve enthalten, gezählt (Abb. 2.3). Wird log(N) gegen (− log()) aufgetragen, so ist
nach Gl. 2.69 die Box-Counting-Dimension durch die Steigung der Kurve im Punkt  = 0
gegeben. Im Fall der Koch-Kurve ergibt sich eine Gerade, so dass die Grenzwertbildung
→ 0 nicht durchgeführt werden muß. Aus Abb. 2.4 liest man für die Steigung der Kurve
den Wert 1,27 ab, d. h. dimB = 1,27.
Eine direkte Berechnung der Hausdorff-Besicovitch-Dimension einer einfachen
Menge wie der Koch-Kurve ist bereits so kompliziert, dass sie nicht praktikabel erscheint.
Es kann jedoch gezeigt werden, dass die Offene-Mengen-Bedingung Gl. 2.77 erfüllt ist.
Dazu sei das Innere V des Dreiecks mit den Eckpunkten (0, 0), (1/2,
√
3/6) und (1, 0)
(Abb. 2.5) betrachtet. Von den vier oben definierten Ähnlichkeitsabbildungen Si bildet S1
V auf das mit „1“ bezeichnete Dreieck ab, S2 auf das mit „2“ usw.
⋃4
i=1 Si(V ) besteht
damit aus dem Innern der disjunkten Dreiecke 1–4 und es gilt:
V ⊃
4⋃
i=1
Si(V ) mit Si(V ) ∩ Sj(V ) = ∅ für i = j. (2.90)
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 = 1/4 N = 6
 = 1/16 N = 32
 = 1/8 N = 14
 = 1/32 N = 86
Abb. 2.3: Box-Counting der Koch-Kurve
(0,0) (1,0)
( ,1/2 3/6)
1
2 3
4
Abb. 2.4: Numerische Bestimmung
der Box-Counting-Dimension der Koch-
Kurve
Abb. 2.5: Anwendung der Offene-
Mengen-Bedingung auf die Koch-Kurve
Nach Satz 2.5 auf Seite 29 haben deshalb die Hausdorff-Besicovitch-Dimension, die
Box-Counting-Dimension und die Ähnlichkeitsdimension den gleichen Wert, d. h. dimH =
dimB = dimS = log(4)/ log(3) = 1,2618 . . . . Dass die berechnete Box-Counting-Dimen-
sion einen etwas größeren Wert von 1,27 ergeben hat, liegt an der geringen Anzahl an
gewählten Netzmaschenweiten. Auch spielt die Lage der Kurve im Netz, speziell bei großen
Maschenweiten, eine Rolle. Je nach ihrer Anordnung, verläuft die Kurve durch mehr oder
weniger Kästchen. Am Beispiel der Koch-Kurve zeigt sich einer der Gründe, warum
verschiedene Definitionen von Fraktalen Dimensionen existieren: Es gibt Fälle, in denen
die eine leichter zu berechnen ist als die andere.
Der Nachweis, dass die Koch-Kurve ein Fraktal ist, erfordert, zusätzlich zur Fraktalen
Dimension, die Bestimmung ihrer Topologischen Dimension. Dazu wird die Kurve mit
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Abb. 2.6: Bestimmung der Topologischen Dimension der Koch-Kurve
offenen Kreisscheiben, wie in Abb. 2.6 dargestellt, überdeckt. Sofern die Kreise klein genug
sind, ist jeder Punkt der Kurve in höchstens zwei Kreisen enthalten. Die Topologische
Dimension beträgt somit 2− 1 = 1. Für die Koch-Kurve gilt demnach
dimT = 1 < 1,2618 . . . = dimH . (2.91)
Die Topologische Dimension ist damit strikt kleiner als die Hausdorff-
Besicovitch-Dimension, womit bewiesen ist, dass die Koch-Kurve ein Fraktal ist.
2.3.3.2 Menger-Schwamm
Der Menger-Schwamm ist ein Beispiel für ein dreidimensionales Fraktal. Seine Konstruk-
tion kann folgendermaßen beschrieben werden (vgl. Abb. 2.7): Sei M0 ⊂ R3 der Würfel mit
z
x
M0
M2
M1
M3
Abb. 2.7: Konstruktion des Menger-Schwamms
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den Eckpunkten (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1), (0, 1, 1). M1
ergibt sich aus M0, indem von jeder Seitenfläche von M0 aus, der jeweils mittlere Würfel
sowie der Würfel im Mittelpunkt von M0 mit der Kantenlänge 1/3 gelöscht werden. Der
Menger-Schwamm wird durch 20 Ähnlichkeitsabbildungen der Form
Si(x) = ci x + ti i = 1, 2, . . . , 20 (2.92)
erzeugt. Für die Wahl des Koordinatensystems wie bei M0 in Abb. 2.7, sind die Parameter
der Ähnlichkeitsabbildungen in Tab. 2.2 dargestellt.
Tab. 2.2: Parameter der Ähnlichkeitsabbildungen des Menger-Schwamms
Abbildung ci ti
S1 1/3 (0, 0, 0)
S2 1/3 (1/3, 0, 0)
S3 1/3 (2/3, 0, 0)
S4 1/3 (0, 1/3, 0)
S5 1/3 (2/3, 1/3, 0)
S6 1/3 (0, 2/3, 0)
S7 1/3 (1/3, 2/3, 0)
S8 1/3 (2/3, 2/3, 0)
S9 1/3 (0, 0, 1/3)
S10 1/3 (2/3, 0, 1/3)
Abbildung ci ti
S11 1/3 (0, 2/3, 1/3)
S12 1/3 (2/3, 2/3, 1/3)
S13 1/3 (0, 0, 2/3)
S14 1/3 (1/3, 0, 2/3)
S15 1/3 (2/3, 0, 2/3)
S16 1/3 (0, 1/3, 2/3)
S17 1/3 (2/3, 1/3, 2/3)
S18 1/3 (0, 2/3, 2/3)
S19 1/3 (1/3, 2/3, 2/3)
S20 1/3 (2/3, 2/3, 2/3)
Daraus folgt für die Ähnlichkeitsdimension
20∑
i=1
csi = 20 · (1/3)s = 1
⇒ s = log(20)
log(3)
= 2,726 . . . . (2.93)
Die Offene-Mengen-Bedingung Gl. 2.77 ist erfüllt, wenn für V das Innere des Würfels M0
betrachtet wird. S1 bis S20 bilden V auf das Innere der Würfel ab, aus denen M1 aufgebaut
ist. Daraus folgt, wie im Fall der Koch-Kurve, dass der Wert der Ähnlichkeitsdimension
identisch ist mit dem der Hausdorff-Besicovitch-Dimension und der Box-Counting-
Dimension.
Die Topologische Dimension des Menger-Schwamms ist eins. Wird die Menge näm-
lich mit offenen Würfeln überdeckt, so können diese so klein gewählt werden, dass jedes
Element der Menge in höchstens zwei Würfeln enthalten ist. Die Topologische Dimen-
sion ist also kleiner als die Hausdorff-Besicovitch-Dimension, was zeigt, dass der
Menger-Schwamm ein Fraktal ist.
Aus dem Menger-Schwamm lassen sich weitere Fraktale ableiten, die unterschiedliche
Ähnlichkeitsdimensionen besitzen (Tab. 2.3). Ihre Ähnlichkeitsdimension berechnet sich in
Abhängigkeit der Verhältnisse ci gemäß
dimS =
log(12 c−1i − 16)
log(c−1i )
ci ≤ 1/3. (2.94)
2.3. FRAKTALE GEOMETRIE 35
Tab. 2.3: Beispiele dreidimensionaler Fraktale mit unterschiedlicher Ähnlichkeitsdimen-
sion
Ansicht ci dimS
log(20)
log(3)
1/3
= 2,726 . . .
log(32)
log(4)
1/4
= 2,5
log(44)
log(5)
1/5
= 2,351 . . .
Ansicht ci dimS
log(56)
log(6)
1/6
= 2,247 . . .
log(68)
log(7)
1/7
= 2,168 . . .
log(80)
log(8)
1/8
= 2,107 . . .
Aus dieser Gleichung folgt, dass dimS > 1, denn dimS ist mit wachsendem c−1i streng
monoton fallend, und es gilt
lim
c−1i →∞
log(12 c−1i − 16)
log(c−1i )
= 1. (2.95)
Da die Topologische Dimension der in Tab. 2.3 dargestellten Mengen 1 ist, handelt es sich
also tatsächlich um Fraktale.
2.3.4 Numerisches Verfahren zur Berechnung der Box-Counting-
Dimension
In Kap. 2.3.3.1 wurde am Beispiel der Koch-Kurve beschrieben, wie die Box-Counting-
Dimension numerisch bestimmt werden kann. Die Koch-Kurve wurde dabei mit Gitter-
netzen verschiedener Gitterweiten überdeckt und die Anzahl der „Kästchen“, durch welche
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die Kurve verläuft, gezählt. Wird diese Anzahl doppelt-logarithmisch gegen die Kanten-
länge der Kästchen aufgetragen, so ergibt sich für ein (ideales) Fraktal eine Gerade, deren
Steigung die Box-Counting-Dimension darstellt.
Im dreidimensionalen Fall erfolgt die Überdeckung einer Menge, deren Box-Counting-
Dimension bestimmt werden soll, mit dreidimensionalen Gittern bzw. Würfeln. Die nahe-
liegende Vorgehensweise, für jede Würfelgröße eine neue Überdeckung vorzunehmen, eig-
net sich hinsichtlich des Speicherbedarfs und der Rechenzeit nicht für größere Datensätze.
Ein wesentlich effizienteres Verfahren zur Bestimmung der Box-Counting-Dimension stellt
der von Hou et al. ([HGMS90]) entwickelte Algorithmus dar, der in seiner ursprüngli-
chen Form nur für zweidimensionale Strukturen anwendbar ist. Für die in dieser Arbeit
jedoch ausschließlich vorkommenden dreidimensionalen Mikrostrukturen wurde eine drei-
dimensionale Version entwickelt. Die Funktionsweise kann wie folgt beschrieben werden:
Es sei (X ⊆ R3, d) ein metrischer Raum und A ⊂ X eine Teilmenge, deren Box-Counting-
Dimension bestimmt werden soll. Jedes Element von A wird durch seinen Ortsvektor
r = (x, y, z) repräsentiert. Im ersten Schritt werden die Werte der drei Koordinaten x, y
und z der Elemente von A skaliert auf einen Bereich [0, 2k − 1]. Anschließend erfolgt eine
Umwandlung in Binärform, d. h.
x = xk−1xk−2 . . . x1x0
y = yk−1yk−2 . . . y1y0
z = zk−1zk−2 . . . z1x0
(2.96)
mit xi, yi, zi ∈ {0, 1}. Die Binärzahlen der Koordinatenwerte werden danach zu Bit-Strings
der Form
xk−1yk−1zk−1xk−2yk−2zk−2 . . . x1y1z1x0y0z0 (2.97)
kombiniert und in einer Liste gespeichert. Diese Bit-Strings können ihrerseits wieder als
Binärzahlen aufgefasst werden. Werden sie der Größe nach sortiert, so befinden sich die
Bit-Strings der Ortsvektoren von Elementen innerhalb eines Überdeckungswürfels in der
Liste untereinander, unabhängig von der Größe des Würfels. Für den zweidimensionalen
Fall ist dies in Abb. 2.8 verdeutlicht.
x
y
000 001 010 011
000
001
010
011 (x, y) Bit-String
(0 0 0, 0 0 0) 0 0 0 0 0 0
(0 0 0, 0 0 1) 0 0 0 0 0 1
(0 0 1, 0 0 0) 0 0 0 0 1 0
(0 0 1, 0 0 1) 0 0 0 0 1 1
...
...
(0 1 0, 0 1 0) 0 0 1 1 0 0
...
...
(0 1 1, 0 1 1) 0 0 1 1 1 1
Abb. 2.8: Box-Counting mit Bit-Strings. Generierung der Bit-Strings aus den Koordina-
ten der Ortsvektoren und anschließende Sortierung. Die innerhalb einer Box befindlichen
Ortsvektoren (angedeutet durch ]) stehen in der Liste der Bit-Strings untereinander, un-
abhängig von der Größe der Box.
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Alle Punkte innerhalb eines Kästchens, angedeutet durch ein gestricheltes Quadrat, be-
finden sich in der geordneten Liste von Bit-Strings untereinander, unabhängig von der
Größe des Kästchens. Die Anzahl von Bit-Strings in der Liste bestimmt die zur Überde-
ckung von A notwendige Anzahl von Würfeln der Kantenlänge 20. Im nächsten Schritt
werden die drei letzten Bits der Bit-Strings gelöscht und alle mehrfach vorkommenden Bit-
Strings aus der Liste entfernt. Die danach noch in der Liste vorhandene Anzahl Bit-Strings
bestimmt die zur Überdeckung von A erforderliche Anzahl Würfel der Kantenlänge 21.
Dieses Verfahren, das insgesamt k + 1–mal angewendet wird, entspricht der sukzessiven
Überdeckung von A mit Würfeln der Kantenlänge 20, 21, . . . , 2k, d. h., in jedem Schritt
wird die Kantenlänge verdoppelt. Bei Verwendung eines optimalen Sortierverfahrens zur
Sortierung der Bit-String-Liste beträgt der Rechenzeitaufwand O(N · ln(N)), wobei N die
Anzahl der Elemente von A ist.
Zum Test der Implementierung des beschriebenen Algorithmus wurde die Box-Coun-
ting-Dimension der in Tab. 2.3 dargestellten Abwandlung des Menger-Schwamms mit
der Ähnlichkeitsdimension 2,5 berechnet. Dieses Fraktal hat den Vorteil, dass die Kanten-
länge eine Potenz von 2 ist, so dass eine Skalierung der Koordinaten entfällt. Aufgrund
der Offene-Mengen-Bedingung Gl. 2.77 sollte die Box-Counting-Dimension ebenfalls 2,5
betragen. Das Ergebnis ist in Abb. 2.9 dargestellt.
Abb. 2.9: Überprüfung des verwendeten Box-Counting-Algorithmus am Beispiel des
zweiten Fraktals in der ersten Spalte von Tab. 2.3. n ist die zur Überdeckung erforderliche
Anzahl Würfel der Kantenlänge r.
Die doppelt-logarithmische Darstellung der zur Überdeckung des Fraktals erforderlichen
Anzahl Würfel n zur Kantenlänge r ergibt eine Gerade, deren Steigung den Betrag 2,5
aufweist.
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Kapitel 3
Generierung der 3D-Mikrostruktur von
Zement- und Sandsteinen
Der erste Schritt der in dieser Arbeit beschriebenen Simulation des Feuchtetransports in
Zementstein besteht in der Generierung der dreidimensionalen Mikrostruktur des Mate-
rials. Diese erfolgt auf zwei Arten: Mittels Computersimulation mit dem Simuationspro-
gramm CEMHYD3D sowie durch mikrotomografische Aufnahmen des realen Materials.
In diesem Kapitel werden die notwendigen Arbeitsschritte zur Simulation der Zement-
steinmikrostrukturen mit CEMHYD3D sowie die Anfertigung der mikrotomografischen Auf-
nahmen der verwendeten Zement- und Sandsteine beschrieben.
3.1 Mikrostruktursimulation mit CEMHYD3D
3.1.1 Überblick
CEMHYD3D ist ein Computerprogramm zur Simulation der zeitlichen Entwicklung einer
dreidimensionalen Mikrostruktur von Portlandzement während der Hydratation. Es wur-
de von Bentz, Garboczi et al. am National Institute of Standards and Technology
(NIST) in den USA entwickelt ([Ben00]). Das Programm wird kontinuierlich weiterentwi-
ckelt, mittlerweile jedoch durch ein internationales Konsortium von Industriefirmen unter
Führung des NIST.
In Abbildung 3.1 sind die erforderlichen Arbeitsschritte zur Simulation einer Zement-
steinmikrostruktur mit CEMHYD3D zusammengefasst. Ausgehend von elektronenmikrosko-
pischen Aufnahmen des realen Zements, seiner Korngrößenverteilung und dem gewählten
Wasserzementwert wird zunächst ein dreidimensionales Modell des Zements bzw. Zement-
leims im Rechner erzeugt. Dieses dient als Ausgangspunkt zur Simulation der Hydrata-
tion in deren Folge eine dreidimensionale Mikrostruktur des Zementsteins generiert wird.
CEMHYD3D besteht aus mehreren Programmmodulen, die nacheinander ausgeführt werden
müssen. Tabelle 3.1 zeigt die verschiedenen Module im Überblick. In den nachfolgenden
Kapiteln wird die Ermittlung der Eingangsdaten zur Generierung der Zementausgangs-
struktur sowie die Simulation der Hydratation mit CEMHYD3D erläutert.
3.1.2 Verwendete Zemente
Als Ausgangsmaterial wurden zwei Portlandzemente gewählt, die eine stark unterschied-
liche Mahlfeinheit aufweisen (Tab. 3.2).
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Zement-
pulver
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
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REM-
Aufnahme
Korngrößen-
verteilung






3D-Rekonstruktion
des Zements
 Simulation
der Hydratation

3D-Zementstein-
mikrostruktur
Abb. 3.1: Arbeitsschritte der Mikrostruktursimulation mit CEMHYD3D
Tab. 3.1: Progammmodule in CEMHYD3D
Arbeitsschritt Teilschritt Programmmodul
3D-Rekonstruktion des Ze-
ments
Platzierung kugelförmiger
Zementkörner
genpartnew.c
Zerlegung der Zementkörner
in die einzelnen Klinkerpha-
sen
rand3d.c
stat3d.c
sinter3d.c
Simulation der Hydratation disrealnew.c
Tab. 3.2: Verwendete Zemente
Bezeichnung Blaine-Wert d50 d95
cm2/g μm μm
Z 1 3500 9,2 57,1
Z 2 10300 3,4 18,4
Die Daten des Zements Z 1 wurden der Datenbank des Virtual Cement and Concrete
Testing Laboratory ([VCC11]) (dort mit „cem133“ bezeichnet) entnommen, welche vom
NIST unterhalten wird. Das hatte den Vorteil, dass für diesen Zement die notwendigen
Eingangsdaten für die Simulation der Hydratation mit CEMHYD3D bereits frühzeitig zur
Verfügung standen und nicht noch vorher ermittelt werden mussten. Weiterhin lagen für
den Zement Z 1 bereits NIST-interne Simulations- und Untersuchungsergebnisse vor, wo-
durch sich nachfolgend eine Kontrolle der eigenen Simulation ergab.
Der Zement Z 2 ist ein Injektionszement. Er wurde verwendet, weil sich durch die klei-
nere Korngröße kleinere Abmessungen des repräsentativen Volumenelements ergeben. Ein
weiterer Grund besteht darin, dass in CEMHYD3D bisher keine Diffusion durch Feststoffe
implementiert ist, so dass die Hydratation eines Zementkorns nicht weiter voranschreitet,
wenn es von einer geschlossenen Hydrathülle umgeben ist. Dieser Umstand fällt bei klei-
neren Zementkörnern weniger ins Gewicht, da das Verhältnis von Oberfläche zu Volumen
bei Annahme kugelförmiger Zementteilchen wie 3/r (r = Kornradius) skaliert. Um größere
Strukturveränderungen aufgrund fortschreitender Hydratationsvorgänge auszuschließen,
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sollten die Zementsteine für die experimentellen Untersuchungen nach 28 Tagen einen Hy-
dratationsgrad α > 0,9 aufweisen. Solch hohe Hydratationsgrade können mit CEMHYD3D,
aufgrund des zuvor Geschilderten, nur für Zemente feinerer Mahlfeinheit simuliert werden.
3.1.3 Bestimmung der Eingangsdaten für CEMHYD3D
3.1.3.1 Korngrößenverteilung der Zemente
CEMHYD3D benötigt zur Generierung der Zementausgangsstrukturen die Korngrößenver-
teilungen der Zemente. Diese wurden mit Hilfe der Lasergranulometrie bestimmt. Da
der Mittelpunkt eines Zementkorns mit dem Mittelpunkt eines Voxels zusammenfallen
muss, erfolgt eine Zuordnung der Kornfraktionen zu denjenigen (ungeradzahligen) Korn-
durchmessern, die von CEMHYD3D berücksichtigt werden können. Beispielsweise wurde der
Massenanteil der Zementkörner der Körnung 0–2μm dem Korndurchmesser d = 1μm zu-
geordnet, entsprechend die Kornfraktion 2–4μm dem Durchmesser d = 3μm usw. Abb. 3.2
zeigt die auf diese Weise erhaltenen Korngrößenverteilungen der beiden Zemente Z1 und
Z2.
Abb. 3.2: Korngrößenverteilungen der verwendeten Zemente
3.1.3.2 Rasterelektronenmikroskopische Aufnahmen des Zementpulvers
Die mit CEMHYD3D erzeugte Zementmikrostruktur soll nicht nur mit Blick auf die Korngrö-
ßenverteilung sondern auch hinsichtlich der Oberflächen- und Volumenverhältnisse sowie
der räumlichen Verteilung der einzelnen Klinkerphasen möglichst gut mit dem realen
Zement übereinstimmen. Die zur Charakterisierung der Phasenverteilung erforderlichen
Daten konnten für den Zement Z 1 bereits [VCC11] entnommen werden, so dass sich die
nachfolgend beschriebene Untersuchung lediglich auf den Zement Z 2 bezieht. Für die-
sen erfolgte an der Bundesanstalt für Materialforschung und -prüfung (BAM) in Berlin
die Bestimmung der Volumen- und Oberflächenanteile der Klinkerphasen anhand von
rasterelektronenmikroskopischen (REM-)Aufnahmen des in Harz gegossenen Zementpul-
vers in Kombination mit einer EDX(Energy Dispersive X-Ray)-Analyse ([Mül04]). Dabei
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wurde davon ausgegangen, dass das Volumen bzw. die Oberfläche einer bestimmten Klin-
kerphase im Zement, näherungsweise ihrer Fläche bzw. dem Umfang ihrer Fläche in den
REM-Bildern entsprechen. Zur Herstellung der Proben für die Aufnahmen wurde das zu
untersuchende Zementpulver mit einem Epoxidharz zu einer zähen knetbaren Masse ver-
mischt und in eine Form gegeben. Das Verhältnis Zement/Harz wurde hierbei möglichst
hoch gewählt, um ein Entmischen zu verhindern. Die Aushärtung des Harzes erfolgte
bei 15 bar Überdruck, wodurch eventuell vorhandene Luftblasen entfernt wurden. An-
schließend wurden von den ausgehärteten Proben polierte Anschliffe hergestellt. Um eine
Aufladung während der REM-Untersuchung zu verhindern, wurden die Anschliffe mit
Kohlenstoff bedampft.
Bei der REM wird die zu untersuchende Probe mit einem durch eine Kondensor-
linse fokussierten Elektronenstrahl, dessen Energie zwischen 0,5 und 30 keV liegt, Zeile
für Zeile abgerastert. Die hochenergetischen (Primär-)Elektronen des abtastenden Strahls
dringen in die Probe ein und treten dort in Wechselwirkung mit den Probenatomen.
Die Untersuchung der in Harz gegossenen Zementpulverproben erfolgte im so genannten
Rückstreuelektronen-Modus bei einer Beschleunigungsspannung von ca. 12 kV. Bei dieser
Betriebsart werden die an den Atomkernen des Probenmaterials zurück gestreuten Pri-
märelektronen analysiert. Die Menge an Rückstreuelektronen ist dabei proportional zur
Ordnungszahl Z. Je größer Z, desto größer ist die Anzahl an rückgestreuten Elektronen
und um so heller ist das Bild an der entsprechenden Probenstelle. Unterschiedliche Grau-
werte geben daher Auskunft über Materialunterschiede in der Probe. Eine Unterscheidung
der im Zement enthaltenen Klinkerphasen C3S und C2S einzig aufgrund der Rückstreu-
elektronenbilder ist, wegen der fast gleichen Grauwerte beider Phasen, nur sehr schwer
möglich. Um dennoch eine klare Trennung vornehmen zu können, erfolgte zusätzlich eine
EDX-Analyse. Die auf die Probe auftreffenden Primärelektronen können aus kernnahen
Schalen der Probenatome Elektronen herausschlagen und diese somit ionisieren. Wenn
nachfolgend in die entstandenen Lücken Elektronen aus weiter vom Atomkern entfernt
liegenden Elektronenschalen nachrutschen, kann die Energiedifferenz zwischen den bei-
den hierbei beteiligten Elektronenschalen in Form von Röntgenstrahlen emittiert werden.
Das Frequenzspektrum der ausgesandten Röntgenstrahlung hängt von der Ordnungszahl
des ionisierten Atoms ab (Moseleysches Gesetz) und ist somit charakteristisch für jedes
chemische Element. Die Auswertung der im Röntgenspektrum enthaltenen Spektrallinien
erlaubt es, die Elementzusammensetzung der Probe zu identifizieren und über die Inten-
sität, d. h. die Anzahl der pro Zeiteinheit emittierten Röntgenquanten, auch zu quantifi-
zieren. Hierzu wird die Röntgenstrahlung im Rahmen der EDX-Analyse hinsichtlich ihrer
Energie analysiert und die jeweilige Intensität der Spektrallinien gemessen.
Die Rückstreuelektronenbilder zusammen mit der EDX-Analyse erlauben die Anferti-
gung von Phasenverteilungsbildern. Die Zuordnung der einzelnen Grauwerte zu den ver-
schiedenen Zementphasen erfolgte anhand einer digitalen Bildanalyse mit Bildfilterung
analog zu der in [BSHR99] beschriebenen. Dabei wurden die Phasen C3S, C2S, C3A,
C4AF, CaSO4, K2SO4, MgO/CaO sowie Hüttensand berücksichtigt. Zur besseren Un-
terscheidung erfolgte eine Umwandlung der ursprünglichen Graukodierung der einzelnen
Phasen in Farbwerte. Anschließend wurde eine Rauschbereinigung mit Hilfe eines Me-
dianfilters vorgenommen. Das resultierende Phasenverteilungsbild für den Zement Z 1 aus
der Datenbank des VCCTL ist in Abb. 3.3, dasjenige für den Zement Z 2 in Abb. 3.4
dargestellt.
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Abb. 3.3: Phasenverteilung des Ze-
ments Z 1 (Auflösung 512× 400 Pixel,
entsprechend 256 μm × 200 μm)
Abb. 3.4: Phasenverteilung des Ze-
ments Z 2 (Auflösung 512× 383 Pixel,
entsprechend 115 μm × 86 μm)
3.1.3.3 Volumen- und Oberflächenanteile der Klinkerphasen
Die Volumen- und die Oberflächenverhältnisse der Klinkerphasen der Zemente wurden be-
stimmt anhand ihrer Flächen- und Umfangverhältnisse in den Phasenverteilungsbildern.
Zu diesem Zweck wurden die im tif(tagged image f ile)-Format vorliegenden Phasenvertei-
lungsbilder mit Hilfe des frei erhältlichen Bildbearbeitungsprogramms ImageJ ([Ras05])
in Textdateien umgewandelt, deren Spalten- und Zeilenanzahl identisch sind mit der x-
und y-Auflösung der zugrundeliegenden Bilddateien. Jedes Farbpixel eines Phasenver-
teilungsbilds wird in der entsprechenden Textdatei durch eine Zahl kodiert. Die weitere
Bearbeitung der Textdateien erfolgte mit einem selbstentwickelten Computerprogramm
zur Analyse der Phasen. Mit diesem Programm können folgende Bearbeitungsschritte
durchgeführt werden: Anpassung der Phasenkodierung, entsprechend individueller Vor-
gaben, Bestimmung der Flächen- und Umfanganteile der einzelnen, im Bild enthaltenen,
Phasen und Berechnung ihrer 2-Punkt-Korrelationsfunktionen in Abhängigkeit von (x, y)
bzw. r (vgl. Gl. 2.24 und Gl. 2.25, S. 16). Die Anpassung der Phasenkodierung war erfor-
derlich, um den in den Phasenbildern enthaltenen Phasen die in Tab. 3.3 aufgeführten
standardisierten Kodierungswerte zu geben.
Tab. 3.3: Phasenkodierung
Phase Kodierung
Pore 0
C3S 1
C2S 2
C3A 3
C4AF 4
Gips 5
Ausgehend von den Textdateien wurden die Flächen und Umfänge der einzelnen Zement-
phasen bestimmt durch die Anzahl ihrer Pixel sowie die Anzahl der Pixel, die mit einem
Pixel des Einbettungsmittels Kontakt haben. Bezogen auf die Anzahl aller Phasenpi-
xel bzw. aller Phasenpixel in Kontakt mit dem Einbettungsmittel, ergeben sich daraus
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Tab. 3.4: Flächen- und Umfanganteile
der Zementphasen des Zements Z 1
Tab. 3.5: Flächen- und Umfanganteile
der Zementphasen des Zements Z 2
Phase Flächen- Umfang-
anteil anteil
% %
C3S 62,16 k.A.
C2S 11,68 k.A.
C3A 7,35 k.A.
C4AF 7,45 k.A.
CaSO4 5,50 k.A.
K2SO4 1,91 k.A.
MgO/CaO 4,23 k.A.
Kaolin 0,12 k.A.
Nur Klinkerphasen
C3S 70,18 64,91
C2S 13,15 17,64
C3A 8,27 11,38
C4AF 8,40 6,07
Phase Flächen- Umfang-
anteil anteil
% %
C3S 75,50 79,64
C2S 3,34 1,74
C3A 10,08 10.70
C4AF 1,27 0,91
CaSO4 4,83 2,89
K2SO4 0,39 0,55
MgO/CaO 0,65 0,90
Hüttensand 3,95 2,67
Nur Klinkerphasen
C3S 83,72 85,64
C2S 3,70 1,87
C3A 11,17 11,51
C4AF 1,40 0,98
die Flächen- bzw. Umfanganteile. Tab. 3.4 können die Flächen- und Umfanganteile aus
[VCC11] für den Zement Z 1 entnommen werden. Die aufgeführten Werte sind Mittelwer-
te aus zwei Phasenverteilungsbildern. Die aus den Phasenverteilungsbildern des Zements
Z 2 ermittelten Daten, als Mittelwerte aus drei Bildern, befinden sich in Tab. 3.5. Wird die
jeweilige Anzahl Pixel der Klinkerphasen nicht auf die Anzahl Pixel aller Zementphasen
bezogen, sondern nur auf die der Klinkerphasen, so ergeben sich die im unteren Teil der
Tabellen dargestellten Zahlenwerte.
3.1.3.4 2-Punkt-Korrelationsfunktionen der Klinkerphasen
Die alleinige Kenntnis der Volumen- und Oberflächenanteile der Klinkerphasen legt noch
nicht ihre räumliche Verteilung fest. Vielmehr sind dazu, wie in Kap. 2.1.1 und Kap. 2.1.2
beschrieben, ihre Wahrscheinlichkeitsdichten (Gl. 2.8, S. 14) bzw. n-Punkt-Korrelations-
funktionen (Gl. 2.10, S. 14) notwendig. Das Simulationsprogramm CEMHYD3D benötigt als
Eingabe die 2-Punkt-Korrelationsfunktionen S2(r) der Silicate (C3S und C2S gemeinsam),
C3S und C3A bzw. C4AF, je nachdem, welche der beiden Phasen mengenmäßig überwiegt.
Im Fall des Zements Z 1 ist dies C4AF und beim Z 2 C3A (vgl. Tab. 3.4 und Tab. 3.5). Die 2-
Punkt-Korrelationsfunktionen des Zements Z 1 wurden [VCC11] entnommen. Ihr Verlauf
ist in Abb. 3.5 dargestellt. Für den Zement Z 2 wurden die 2-Punkt-Korrelationsfunktionen
mit dem bereits im vorigen Abschnitt beschriebenen Programm zur bildtechnischen Ana-
lyse der Zementphasen berechnet. Abb. 3.6 zeigt das Ergebnis.
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Abb. 3.5: Verwendete 2-Punkt-
Korrelationsfunktionen des Zements
Z 1
Abb. 3.6: Verwendete 2-Punkt-
Korrelationsfunktionen des Zements
Z 2
3.1.4 Generierung kugelförmiger Zementkörner
Der erste Schritt der Simulation der Zementsteinmikrostruktur mit CEMHYD3D besteht in
der Generierung der Zementausgangsstruktur. Dazu werden mit dem Programmmodul
genpartnew in einem diskretisierten Rechenvolumen von 128 × 128 × 128μm3, welches
aus Volumenelementen (Voxeln) von 1μm Kantenlänge besteht, diskretisierte kugelför-
mige Zementkörner, entsprechend der Korngrößenverteilung des verwendeten Zements,
platziert1. Nach Bonen und Diamond stellt die Annahme kugelförmiger Zementteilchen
eine akzeptable Näherung dar ([BD91]). Da die Mittelpunkte der Zementkörner Mittel-
punkte von Voxeln sein müssen, können nur ungeradzahlige Durchmesser auftreten. In
Tab. 3.6 sind die Zementkörner mit Durchmessern von 1–23μm sowie die Anzahl der Vo-
xel, aus denen sie bestehen, dargestellt. Die Messung der Korngrößenverteilung liefert im
Regelfall den Volumen- bzw. Massenanteil der Zementkörner eines bestimmten Durchmes-
sers. Zur Eingabe in CEMHYD3D wird jedoch die absolute Anzahl der Zementteilchen der
verschiedenen Durchmesser benötigt. Aus der Anzahl Voxel, aus denen die diskretisierten
Zementkörner aufgebaut sind, der gemessenen Korngrößenverteilung, dem Wasserzement-
wert wz sowie der Dichte w des Wassers und z des Zements kann die Anzahl der im
1Das ursprüngliche Rechenvolumen wurde von 100 auf 128 = 27 μm Kantenlänge erhöht, um den in
Kap. 2.3.4 beschriebenen Algorithmus zur Berechnung der Box-Counting-Dimension des Porenraums an-
wenden zu können, ohne dass eine vorherige Skalierung der Kantenlänge auf eine Potenz von 2 notwendig
ist.
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Tab. 3.6: Diskretisierte Zementkörner in CEMHYD3D
Durchmesser Anzahl Ansicht
Voxel
μm
1 1
3 19
5 81
7 179
9 389
11 739
Durchmesser Anzahl Ansicht
Voxel
μm
13 1189
15 1791
17 2553
19 3695
21 4945
23 6403
Rechenvolumen zu platzierenden Zementkörner der verschiedenen Durchmesser berechnet
werden (vgl. AnhangC).
Damit auch die großen Zementteilchen im Rechenvolumen angeordnet werden können,
erfolgt die Platzierung in der Reihenfolge von den Großen zu den Kleinen. Um Rand-
effekte auszuschließen, werden periodische Randbedingungen verwendet, d. h., wenn ein
Zementkorn über eine Berandungsfläche des Rechenvolumens hinausragt, wird dieser Teil
im gegenüberliegenden Teil des Volumens fortgesetzt (Abb. 3.7).
Abb. 3.7: Periodische Randbedingungen
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Im Modul genpartnew erfolgt zuerst die Eingabe der Anzahl der Größenklassen der Ze-
mentkörner. In der vorliegenden Programmversion ist diese auf 20 begrenzt. Anschließend
wird ein „Dispersionsfaktor“ (0, 1 oder 2) eingegeben. Dieser bestimmt den minimalen
Voxelabstand zwischen den einzelnen Zementkörnern. Da im realen Zementleim die Ze-
mentteilchen aneinander haften können, wurde für den Dispersionsfaktor der Wert 0 ge-
wählt1. Im nächsten Schritt wird die Wahrscheinlichkeit festgelegt, mit der ein Teilchen
Gips sein kann. Die Korngrößenverteilung des im Zement enthaltenen Gipses wird dabei
als näherungsweise identisch mit der des Zements angenommen. Für jede Größenklasse der
Korngrößenverteilung des Zements wird die Anzahl der Körner sowie der Korndurchmes-
ser eingegeben. Mit diesen Angaben wird für jedes Zementkorn zunächst ein Zufallsort im
Rechenvolumen bestimmt und geprüft, ob dort genügend Platz vorhanden ist, damit keine
Überlappung mit bereits vorhandenen Teilchen entsteht. Wenn dies der Fall ist, wird das
Zementkorn an dieser Stelle platziert. Andernfalls wird ein neuer Zufallsort ermittelt. Der
Anwender sollte bei der Anordnung der Zementkörner darauf achten, dass die Platzierung
von den Größten zu den Kleinsten erfolgt, da nach dem Einfügen einiger der kleineren
Zementkörner eventuell für die größeren nicht mehr genügend Platz vorhanden ist. Um
den Speicherbedarf möglichst gering zu halten, werden in genpartnew nur Zementkörner
mit einem Durchmesser größer als ein Voxel berücksichtigt. Die Zementteilchen, welche
nur aus einem Voxel bestehen, werden später im Modul disrealnew hinzugefügt.
Das Ergebnis von genpartnew sind zwei Dateien: Eine mit der Zementausgangsstruk-
tur, einer dreidimensionalen Matrix von Phasenkennwerten nach Tab. 3.3 und eine weitere,
bei der die einzelnen Zementkörner nummeriert sind und die jeweiligen Voxel eines Ze-
mentkorns diese Nummern anstelle der Phasenkennwerte besitzen. Letztere Datei dient
zur Bestimmung des Erstarrungsbeginns während der Simulation der Hydratation.
Die Daten innerhalb der Dateien sind im Brick-of-Bytes-Format angeordnet, d. h.,
voxel(x, y, z) = array(z Nx Ny + y Nx + x), (3.1)
wobei Nx, Ny und Nz die Anzahl Voxel in x-, y- und z-Richtung des Rechenvolumens
darstellen.
3.1.5 Zerlegung der Zementkörner in die verschiedenen Klinker-
phasen
Nach der im vorigen Abschnitt beschriebenen Ausführung des Programmmoduls gen-
partnew, befinden sich in dem Rechenvolumen diskretisierte, kugelförmige Zement- und
Gipspartikel. Die Zementkörner sind jedoch noch einphasig und müssen nachfolgend in
die einzelnen Klinkerphasen zerlegt werden. Dies erfolgt schrittweise mit Hilfe der drei
Programmmodule rand3d, stat3d und sinter3d.
Im ersten Schritt findet eine Zerlegung in Silicate und Aluminate statt. Anschließend
werden die Silicate weiter zerlegt in C3S und C2S und die Aluminate in C3A und C4AF.
Ziel dabei ist, eine Übereinstimmung zwischen den Volumen- und Oberflächenanteilen so-
wie den Autokorrelationsfunktionen der Klinkerphasen der simulierten Zementmikrostuk-
turen und den aus den Phasenverteilungsbildern ermittelten zu erreichen (vgl. Kap. 3.1.3.3
1Auf die im Rahmen dieser Arbeit mit CEMHYD3D generierten Zementsteinmikrostrukuren mit einem
Hydratationsgrad α > 0,9 hat der Dispersionsfaktor kaum einen Einfluss, da sich die Zementkörner
in diesem Fall fast vollständig zu Hydratationsprodukten umgewandelt haben und diese an mehr oder
weniger zufälligen Orten im Porenraum entstehen.
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und Kap. 3.1.3.4). Die Generierung einer dreidimensionalen Mikrostruktur mit vorgegebe-
ner Autokorrelation erfordert prinzipiell die in Kap. 2.2 dargestellten Berechnungsschrit-
te. In CEMHYD3D wurde jedoch im Modul rand3d, mit dessen Hilfe die Zerlegung der
im Rechenvolumen generierten Zementkörner in die einzelnen Phasen erfolgt, ein verein-
fachtes Verfahren angewendet. Danach stimmen die Autokorrelationsfunktionen der si-
mulierten Zementmikrostrukturen nur näherungsweise mit den Phasenverteilungsbildern
der Zemente überein. Weiterhin sind zwar die korrekten Volumenanteile der jeweiligen
Klinkerphasen im Rechenvolumen vorhanden, nicht jedoch die genauen Oberflächenantei-
le bzw. hydraulischen Radien. Die Korrektur der hydraulischen Radien erfolgt mit Hilfe
des Programmmoduls sinter3d. Das ebenfalls verwendete Programm stat3d dient zur
Ermittlung der Anzahl von Voxeln bzw. der Anzahl von Oberflächenvoxeln der verschie-
denen Phasen im Rechenvolumen. Aus dieser Information kann der hydraulische Radius
der einzelnen Phasen berechnet werden, der als Eingabeparameter im Modul sinter3d
dient. Im Flussdiagramm in Abb. 3.8 sind die einzelnen Arbeitsschritte zur Zerlegung der
Zementkörner in die Klinkerphasen dargestellt. In den nachfolgenden Kapiteln werden
diese näher erläutert.
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Abb. 3.8: Flussdiagramm zur Zerlegung der Zementkugeln in die vier Klinkerphasen
C3S, C2S, C3A und C4AF. rh ist der hydraulische Radius.
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3.1.5.1 Filterung mittels der Autokorrelationsfunktionen der Klinkerphasen
Zur Zerlegung der Zementkörner in die einzelnen Klinkerphasen wird im Programmmodul
rand3d für jeden Gitterpunkt r = (i, j, k) des Rechenvolumens eine Zufallszahl x(r) mit
der Box-Muller Methode (vgl. AnhangD) generiert. Die Zufallszahlen X ≡ {x(r)} sind
normalverteilt mit dem Erwartungswert E(X) = 0 und der Varianz V (X) = 1. Analog zu
Gl. 2.29, S. 18 werden für jeden Gitterpunkt r Linearkombinationen der x in einer Umge-
bung von r gebildet, wobei für die Koeffizienten al,m,n jedoch vereinfachend die Werte der
Autokorrelationsfunktion AGi der jeweiligen Phase Gi aus den Phasenverteilungsbildern
(vgl. Kap. 3.1.3.2 und Kap. 3.1.3.4) eingesetzt werden, d. h.
y˜Gi(r) = y˜Gi(i, j, k) ≡
30∑
l=0
30∑
m=0
30∑
n=0
AGi(l,m, n) x(i + l, j + m, k + n) (3.2)
mit
AGi(l,m, n) ≡ AGi(r =
√
l2 + m2 + n2). (3.3)
In Gl. 3.2 wurde davon ausgegangen, dass die Autokorrelationsfunktion AGi in jeder Rich-
tung e1, e2 und e3 nach jeweils 30 Gitterabständen (=̂ 30μm) auf null abgefallen ist (vgl.
Gl. 2.22, S. 16). Aus Gl. 3.2 folgt für die Varianz von Y˜Gi ≡ {y˜Gi(r)} (vgl. Gl. 2.31, S. 19)
bzw. für die Standardabweichung σ
Y˜Gi
V (Y˜Gi) =
∑
l,m,n
AGi(l,m, n)
2 (3.4)
σ
Y˜Gi
≡
√
V (Y˜Gi) =
√∑
l,m,n
AGi(l,m, n)
2. (3.5)
Die Autokorrelationsfunktion von Y˜Gi berechnet sich gemäß Gl. 2.34, S. 19 zu
A
Y˜Gi
(d) = A
Y˜Gi
(l,m, n) =
∑
i,j,k
AGi(i, j, k)AGi(l + i,m + j, n + k)∑
i,j,k
AGi(i, j, k)
2
. (3.6)
Zur Zerlegung einer Phase G in die Phasen Gi und Gj mit den Kodierungswerten gi und gj
(vgl. Tab. 3.3) und den Volumenanteilen φGi und φGj wird ein geeigneter Schwellwert TGi
bestimmt und für jeden Gitterpunkt r des Rechenvolumens, in dem die Phase G vorliegt,
eine Filterung F˜ , analog zu Gl. 2.38, S. 20, durchgeführt mit
z˜Gi(r) ≡ F˜ (y˜Gi(r)) =
{
gi falls y˜Gi(r) ≤ TGi
gj sonst
. (3.7)
Der Schwellwert TGi wird für jede Zerlegung so bestimmt, dass der gewünschte Volumen-
anteil φGi (und damit auch φGj) erreicht wird. Für die Autokorrelationsfunktion der Phase
Gi folgt aus Gl. 2.54 bis Gl. 2.56, S. 22
A
Z˜Gi
(d) =
∞∑
n=0
C˜2nρ
n
Y˜Gi
, (3.8)
wobei
C˜n ≡ 1√
2 π n!
∞∫
−∞
c˜(σ
Y˜Gi
ψ˜Gi) exp
(
−ψ˜
2
Gi
2
)
Hen(ψ˜Gi) dψ˜Gi (3.9)
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mit
ρ
Y˜Gi
≡ A
Y˜Gi
(d) (3.10)
ψ˜Gi ≡ y˜Gi/σY˜Gi (3.11)
und
c˜(y˜Gi) ≡
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− φGi√
φGi(1− φGi)
, falls y˜Gi ≤ TGi
−φGi√
φGi(1− φGi)
, falls y˜Gi > TGi
. (3.12)
Während bei dem Verfahren zur stochastischen Rekonstruktion poröser oder allgemein
mehrphasiger Medien in Kap. 2.2 die Koeffizienten in Gl. 3.2 so berechnet werden, dass die
Autokorrelationsfunktion der jeweiligen Phase Gi im dreidimensionalen Rechenmodell mit
der des zweidimensionalen Phasenverteilungsbildes übereinstimmt, werden in CEMHYD3D
die Werte der Autokorrelationsfunktion des Phasenverteilungsbildes eingesetzt. Damit ist
die Autokorrelationsfunktion durch Gl. 3.8 zusammen mit Gl. 3.9 bis Gl. 3.12 bereits fest-
gelegt und stimmt nur näherungsweise mit derjenigen des Phasenverteilungsbilds überein.
Jedoch wird damit der erhebliche Rechenaufwand umgangen, den die exakte Berechnung
mit sich bringen würde.
3.1.5.2 Korrektur des hydraulischen Radius
Nach der Zerlegung einer Phase G in die Phasen Gi und Gj mit dem im vorigen Ab-
schnitt beschriebenen Verfahren stimmen zwar die Volumenanteile von Gi und Gj mit
ihren Oberflächenanteilen in den Phasenverteilungsbildern überein, ihre Oberflächenan-
teile entsprechen jedoch noch nicht den Umfanganteilen in den Phasenverteilungsbildern.
Die Korrektur des Oberflächenanteils bzw. des hydraulischen Radius der einzelnen Phasen
erfolgt mit Hilfe des Moduls sinter3d. Ist beispielsweise die Oberfläche der Phase Gi im
Zerlegungsschritt G → Gi + Gj zu groß, werden Oberflächenvoxel von Gi an Stellen mit
großer lokaler Krümmung mit Voxeln von Gj an Stellen mit kleiner lokaler Krümmung
ausgetauscht. Die lokale mittlere Krümmung κ am Ort P der Oberfläche von Gi ist pro-
portional zum Volumenanteil V von Porenvoxeln in einer hinreichend kleinen Kugel mit
Mittelpunkt P (vgl. Abb. 3.9):
κ ≡ 1
2
(
1
Rmin
+
1
Rmax
)
≈ 4
π
V
r4
− 8
3 r
(3.13)
([BGCF95]). Jedes Voxel von Gi und Gj dient als Mittelpunkt einer kugelförmigen Um-
gebung, deren Radius frei gewählt werden kann (die Voreinstellung ist drei Voxel).
Die erforderliche Anzahl Oberflächenvoxel AGi der Phase Gi ergibt sich aus der Summe
der Voxel der Phasen Gi und Gj in der 3D-Mikrostruktur multipliziert mit dem Umfang-
anteil von Gi aus den 2D-Phasenverteilungsbildern (vgl. Tab. 3.4 und Tab. 3.4, S. 44). Der
in sinter3d einzugebende hydraulische Radius der Phase Gi lautet somit
rGih =
6
4
· VGi
AGi
, (3.14)
wobei VGi die gesamte Anzahl von Voxeln der Phase Gi in der 3D-Struktur darstellt.
Der Faktor 6/4 in Gl. 3.14 rührt daher, dass die Oberfläche einer diskretisierten Kugel
näherungsweise 6πr2 beträgt im Gegensatz zu 4πr2 bei einer nicht diskretisierten (glatten)
Kugel.
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Abb. 3.9: Bestimmung der lokalen Krümmung
3.1.6 Überprüfung der 3D-Zementausgangsstruktur
Nach der Zerlegung in die Klinkerphasen ergeben sich für die beiden Zemente Z 1 und Z 2
die in Tab. 3.7 und Tab. 3.8 dargestellten Volumen- und Oberflächenanteile.
Tab. 3.7: Volumen- und Oberflächenan-
teile der Klinkerphasen des Zements Z 1
Tab. 3.8: Volumen- und Oberflächenan-
teile der Klinkerphasen des Zements Z 2
Phase Volumen- Flächen-
anteil anteil
% %
C3S 69,78 64,93
C2S 13,43 17,66
C3A 8,30 11,38
C4AF 8,49 6,04
Phase Volumen- Flächen-
anteil anteil
% %
C3S 83,76 84,83
C2S 3,72 1,94
C3A 11,12 12,29
C4AF 1,40 0,94
Ein Vergleich mit den in Tab. 3.4 und Tab. 3.5, S. 44 abgebildeten Werten aus den Pha-
senverteilungsbildern zeigt eine gute Übereinstimmung.
Wie in Kap. 3.1.5.1 beschrieben, wurde in CEMHYD3D ein Näherungsverfahren zur Ge-
nerierung der dreidimensionalen Zementmikrostruktur mit den gewünschten Autokorrela-
tionsfunktionen der Klinkerphasen verwendet. Um die Güte dieser Näherung abzuschät-
zen, sind in Abb. 3.10 und Abb. 3.11 die Autokorrelationsfunktionen der Klinkerphasen
der zweidimensionalen Phasenverteilungsbilder denjenigen der dreidimensionalen Zement-
struktur gegenübergestellt. Wie die Abbildungen zeigen, weisen die Autokorrelationsfunk-
tionen in der Regel eine sehr gute Übereinstimmung auf.
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Abb. 3.10: Vergleich der Autokorrelati-
onsfunktionen verschiedener Klinkerpha-
sen der simulierten Zementmikrostruktur
(3D) mit denjenigen der Phasenvertei-
lungsbilder (2D) für den Zement Z 1
Abb. 3.11: Vergleich der Autokorrelati-
onsfunktionen verschiedener Klinkerpha-
sen der simulierten Zementmikrostruktur
(3D) mit denjenigen der Phasenvertei-
lungsbilder (2D) für den Zement Z 2
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3.1.7 Simulation der Hydratation
Die Simulation der Hydratation erfolgt mit Hilfe des Moduls disrealnew. Im ersten
Schritt werden die ein Voxel großen Zementkörner (d. h. Zementkörner mit Durchmes-
ser 1μm, entsprechend der Korngrößenverteilung des Zements) im Rechenvolumen plat-
ziert, da diese bisher noch nicht berücksichtigt wurden. Der Grund, die 1-Voxel-Teilchen
nicht bereits bei der Generierung der Zementausgangsstruktur einzubeziehen, liegt in der
Reduzierung des Speicherbedarfs des Moduls genpartnew. Andererseits verändert eine
nachträgliche Anordnung die Volumen- und Oberflächenverhältnisse der Klinkerphasen
und zwar umso stärker, je mehr dieser Partikel vorhanden sind. Infolge der zufälligen
Platzierung werden jedoch die Autokorrelationsfunktionen nur wenig beeinflusst.
Die in CEMHYD3D für die Hydratation von Portlandzement berücksichtigten Zement-
steinphasen sowie ihre Dichten, Molvolumen ([MY81], [YH87]) und ihre Bildungsenthal-
pien ([FGA+81], [WAB89]) sind in Tab. 3.9 zusammengefasst.
Tab. 3.9: In CEMHYD3D berücksichtigte Zementsteinphasen für die Hydratation von Port-
landzement
Name Symbol Dichte Mol- Bildungs-
volumen enthalpie
kg/m3 cm3/mol kJ/mol
Tricalciumsilicat C3S 3210 71 -2927,8
Dicalciumsilicat C2S 3280 52 -2311,6
Tricalciumaluminat C3A 3030 89,1 -3587,8
Tetracalciumaluminatferrit C4AF 3730 128 -5090,3
Gips CSH2 2320 74,2 -2022,6
Calciumsilicathydrat C1,7SH4 2120 108 -3283
Calciumhydroxid CH 2240 33,1 -986,1
Ettringit C6AS3H32 1700 735 -17539
Monosulfoaluminat C4ASH12 1990 313 -8778
Hydrogranat C3AH6 2520 150 -5548
Eisenhydroxid FH3 3000 69,8 -823,9
C = CaO S = SiO2 S = SO3 H = H2O A = Al2O3 F = Fe2O3
Die im Programm implementierten chemischen Reaktionen für die Hydratation von Port-
landzement können Abb. 3.12 ([Ben95]) entnommen werden. Die Zahlen unter den Eduk-
ten und Produkten beziffern die stöchiometrischen Volumenanteile. Die chemischen Reak-
tionen sind in der Art von Zustandsübergangsregeln eines Zellautomaten implementiert.
Diese beinhalten Regeln für die Lösung von festen Phasen, die Diffusion der erzeugten
Lösungsprodukte im wassergefüllten Porenraum sowie ihre Reaktionen untereinander und
mit noch nicht gelöstem Material. Für die Simulation der Hydratation von Portlandze-
ment sind sie in Abb. 3.13 zusammengefasst.
Die Simulation der Hydratation verläuft in den sich abwechselnden Schritten Lösung
sowie Diffusion und Reaktion. Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der ausgeführten
Lösungszyklen und der Hydratationszeit ist gegeben durch das Dispersionsmodell nach
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Silicat-Reaktionen
C3S + 5,3H −→ C1,7SH4 + 1,3CH
1 1,34 1,521 0,61
C2S + 4,3H −→ C1,7SH4 + 0,3CH
1 1,49 2,077 0,191
Tricalciumaluminat-Reaktionen
C3A + 6H −→ C3AH6
1 1,21 1,69
C3A + CSH2 + 26H −→ C6AS3H32
0,4 1 2,1 3,3
2C3A + C6AS3H32 + 4H −→ 3C4ASH12
0,2424 1 0,098 1,278
Ferrit-Reaktionen
C4AF + 10H −→ C3AH6 + CH + FH3
1 1,41 1,17 0,26 0,545
C4AF + 3CSH2 + 30H −→ C6AS3H32 + CH + FH3
0,575 1 2,426 3,3 0,15 0,31
2C4AF + C6AS3H32 + 12H −→ 3C4ASH12 + 2CH + 2FH3
0,348 1 0,294 1,278 0,09 0,19
Abb. 3.12: In CEMHYD3D berücksichtigte chemische Reaktionen für die Hydratation von
Portlandzement ([Ben95]). Die Zahlen unter der jeweiligen Reaktionsgleichung repräsen-
tieren stöchiometrische Volumenverhältnisse.
Knudsen ([Knu84]) mit parabolischer Kinetik, d. h.
t = tind + β
ncyc∑
i=2
2(i− 1)− 1
ki
[t] = h, (3.15)
wobei t die Zeit, tind die Dauer der Induktionsperiode (beides in h), β eine Konstante,
ncyc die Anzahl Lösungszyklen und ki die Geschwindigkeitskonstante nach Ablauf des
i-ten Lösungszyklus gemäß der Arrhenius-Gleichung
ki ≡ exp
(
−Ea
R
(
1
Ti
− 1
T0
))
(3.16)
darstellen. In Gl. 3.16 ist Ea die Aktivierungsenergie (z. B. 40 kJ/mol nach [Ben00]), R =
8,31 J/Kmol die universelle Gaskonstante, Ti die Temperatur (in K) am Ende des i-ten Lö-
sungszyklus und T0 = 298,15K. Die Konstante β wird kalibriert durch den Vergleich des
Hydratationsgrads der simulierten Zementsteinstruktur mit experimentellen Werten des
betrachteten Zements, ermittelt beispielsweise anhand des Gehalts an nicht verdampfba-
rem Wasser. Der Hydratationsgrad der simulierten Zementsteinstruktur ergibt sich durch
das Verhältnis der Anzahl der bereits „reagierten“ Zementvoxel zu der Anzahl der ur-
sprünglich vorhandenen.
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Zu Beginn werden alle Zementvoxel identifiziert, die in Kontakt mit Porenvoxeln sind
(anfangs wird der gesamte Porenraum als wassergefüllt angenommen), d. h. alle Voxel, die
mindestens ein benachbartes Porenvoxel (±1 Schritt der Schrittweite 1Voxel in x-, y- oder
z-Richtung) besitzen (Oberflächenvoxel). Diese Voxel werden im Folgenden als potentiell
löslich betrachtet. Ihre Kennzeichnung erfolgt durch zwei Parameter: eine Löslichkeits-
kennzahl und eine Lösungswahrscheinlichkeit. Die Löslichkeitskennzahl zeigt an, ob eine
Phase zum gegenwärtigen Zeitpunkt des Hydratationsprozesses löslich ist (1 löslich, 0 un-
löslich). Durch die Lösungswahrscheinlichkeit soll die unterschiedliche Reaktionskinetik
der verschiedenen Klinkerphasen erfasst werden. Im ersten Lösungszyklus sind von den
Klinkerphasen nur C3A, C4AF sowie Gips löslich. Im weiteren Verlauf werden auch C3S
und C2S löslich. Die Lösungswahrscheinlichkeiten der Klinkerphasen hängen ab von der
aktuellen Temperatur und sind anfangs proportional zum Quadrat der Anzahl entstan-
dener CSH-Voxel. Dem liegt die Beobachtung zugrunde, dass in der Induktionsperiode
die Kinetik der Hydratation kontrolliert wird durch die Kristallisation und das Kris-
tallwachstum der CSH-Phasen ([Non94]). Im weiteren Verlauf der Hydratation erreichen
die Lösungswahrscheinlichkeiten der Klinkerphasen bestimmte, festgelegte Basiswerte und
bleiben dann konstant. Andere Phasen, wie z. B. Ettringit, sind anfangs unlöslich. Sie wer-
den jedoch in nachfolgenden Schritten löslich1.
Während eines Lösungszyklus führen alle Oberflächenvoxel der Zementkörner eine zu-
fällige Bewegung mit 1-Voxel-Schrittweite in einer der sechs Richtungen ±x-, ±y- oder ±z
aus. Wenn ein Voxel dabei im Porenraum landet, die Phase, zu dem das Voxel gehört, mo-
mentan löslich (die Löslichkeitskennzahl ist 1) und die Lösung wahrscheinlich ist (durch
Vergleich einer Zufallszahl z ∈ [0, 1[ mit der Lösungswahrscheinlichkeit), findet eine Lö-
sung statt, und ein oder mehrere Lösungsprodukte gemäß Abb. 3.13 werden gebildet, die
nachfolgend im Porenraum diffundieren. Ist eine Lösung des Voxels zum gegenwärtigen
Zeitpunkt nicht möglich, so verbleibt es an Ort und Stelle und wird eventuell in späteren
Lösungszyklen gelöst. Die Anzahl der neu entstehenden Voxel der Lösungsprodukte ergibt
sich aus den Reaktionsgleichungen in Abb. 3.12. Die in den Gleichungen auftretenden stö-
chiometrischen Volumenverhältnisse sind jedoch nicht immer ganzzahlig. Beispielsweise
entstehen bei der Lösung von einem Voxel C4AF u. a. 0,545 Voxel FH3 (letzte Gleichung
in Abb. 3.12). Da keine gebrochene Anzahl an Voxeln im Rechenvolumen existieren kann,
wird eine Zufallszahl z ∈ [0, 1[ ermittelt. Gilt z ≤ 0,545, wird ein FH3-Voxel platziert,
ansonsten nicht. Das heißt, dass im Mittel 0,545 FH3-Voxel generiert werden.
Die bei der Lösung entstehenden CSH*- und FH*3-Voxel2 werden am Ort ihrer Ent-
stehung angeordnet, wohingegen CH*, Gips∗ und C3A
* an einer zufälligen Position im
Porenraum platziert werden.
Nach jedem Lösungsvorgang erfolgt die Diffusion, bei der die gelösten Voxel eine be-
stimmte, frei wählbare Anzahl an 1-Schritt-Zufallsbewegungen ausführen (typischerweise
500), bevor ein neuer Lösungszyklus beginnt. Dabei finden Zusammenstöße der Voxel
untereinander und mit noch nicht gelösten Feststoffvoxeln statt, wodurch die bei der
Hydratation stattfindenen chemischen Reaktionen eingeleitet werden, die im Fall von
Portlandzement nach folgenden Regeln (vgl. Abb. 3.13 und [Ben95]) ablaufen:
• CSH
Stößt ein diffundierendes CSH-Voxel mit festem (d. h. noch nicht gelöstem) C3S bzw.
C2S oder mit bereits festem CSH zusammen, so wird es in festes CSH umgewandelt.
1Im Fall von Ettringit zum Beispiel, wenn der Sulfatträger größtenteils verbraucht ist.
2(∗) kennzeichnet diffundierende Voxel (vgl. Abb. 3.13).
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• CH
Für jeden Diffusionsschritt (d. h. jede Zufallsbewegung mit Schrittweite 1Voxel)
wird eine Zufallszahl z ∈ [0, 1[ generiert und mit einer Kristallisationswahrschein-
lichkeit, welche eine Funktion der Anzahl diffundierender CH-Voxel ist, verglichen.
Ist z kleiner oder gleich der Kristallisationswahrscheinlichkeit, so wird aus dem dif-
fundierenden CH festes CH. Kollidiert weiterhin ein diffundierendes CH mit festem
CH erfolgt eine Konversion in festes CH.
• FH3
Für diffundierendes FH3 gelten im Prinzip die gleichen Regeln wie für CH. Wenn
eine Kristallisation wahrscheinlich ist, entsteht festes FH3. Stoßen diffundierende
FH3-Voxel mit festen zusammen, werden sie in feste FH3-Voxel umgewandelt.
• Gips
Kollidieren diffundierende Gips-Voxel mit festem CSH, können sie mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,25 absorbiert werden, sofern die Menge des bereits absorbierten
Gipses kleiner ist als eine festgelegte Konstante (z. B. 0,01) multipliziert mit der
momentanen Anzahl von festen CSH-Voxeln im Rechenvolumen. Stoßen Gips-Voxel
mit Voxeln von festem oder diffundierendem C3A zusammen, wird Ettringit gebil-
det. Findet eine Kollision mit festem C4AF statt, entsteht Ettringit, CH und FH3,
entsprechend der Volumenstöchiometrie in Abb. 3.12.
• C6AS3H32 (Ettringit)
Beim Zusammenstoß von diffundierendem Ettringit mit festem oder diffundierendem
C3A wird C4ASH12 (Monosulfoaluminat) gebildet. Stößt es mit festem C4AF zusam-
men, entsteht C4ASH12, CH und FH3. Kollidiert es ferner mit festem Ettringit, wird
es mit einer kleinen Wahrscheinlichkeit (z. B. 0,002) in festes Ettringit umgewandelt.
Letztere Regel soll verhindern, dass sich zu viele diffundierende Ettringit-Voxel im
Rechenvolumen ansammeln.
• C3A
Ist eine Kristallisation wahrscheinlich oder kollidiert diffundierendes C3A mit fes-
tem C3AH6 (Hydrogranat), entsteht festes C3AH6. Findet ein Zusammenstoß mit
diffundierendem Gips statt, wird Ettringit gebildet. Stößt es mit diffundierendem
oder festem Ettringit zusammen, wird Monosulfoaluminat gebildet.
Die Kristallisationswahrscheinlichkeit von C3AH6, CH und FH3 ist gegeben durch
Pnuc(ni) = ai (1− exp(−ni/bi)), (3.17)
wobei ni die aktuelle Anzahl von diffundierenden Voxeln der Phase i ist sowie ai und bi
Konstanten darstellen, die entsprechend gewählt werden müssen. Nimmt im Verlauf der
Simulation ni ab, wird auch die Kristallisationswahrscheinlichkeit geringer, so dass weniger
neue Kristalle entstehen. Tab. 3.10 zeigt die Vorgabewerte der Kristallisationsparameter
aus [Ben00].
Die Morphologie der entstehenden Hydratationsprodukte ist zufälliger Natur. Eine
Ausnahme bildet Ettringit. Wenn ein neues Ettringitkristall gebildet wird, erfolgt die
Anlagerung weiterer Ettringit-Voxel in der Weise, dass die Anzahl von Nicht-Ettringit-
Voxeln in Kontakt mit den neuen Voxeln maximal ist. Auf diese Weise wird gewährleistet,
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Tab. 3.10: Vorgabewerte für die Parameter der Kristallisationswahrscheinlichkeit nach
[Ben00]
Phase ai bi
CH 0,01 9000
Gips 0,01 9000
C3AH6 0,002 10000
FH3 0,2 2500
dass die entstehenden Ettringitkristalle eine nadelförmige Struktur erhalten, im Einklang
mit experimentellen Beobachtungen.
Vor jedem neuen Lösungszyklus wird die Anzahl Voxel jeder Phase bestimmt. Aus der
Anzahl der reagierten Klinkerphasenvoxel sowie der Enthalpie bei vollständiger Hydra-
tation gemäß Tab. 3.11 ergibt sich die zwischen zwei Lösungszyklen frei gewordene Hy-
dratationswärme. Zusammen mit der aktuell vorherrschenden Wärmekapazität, die sich
aus der Summe der spezifischen Wärmekapazitäten der Einzelbestandteile multipliziert
mit ihrem jeweiligen Massenanteil errechnet, wird die aktuelle Temperatur der simulier-
ten „Mischung“ vor jedem neuen Lösungszyklus berechnet. Von dieser Temperatur hängt
die Löslichkeit der Klinkerphasen, des entstandenen und bereits kristallisierten Calci-
umhydroxids sowie die Umrechnung der Anzahl an Lösungszyklen in die entsprechende
Hydratationszeit (vgl. Gl. 3.15) ab.
Tab. 3.11: Enthalpien der Zementklinkerphasen bei vollständiger Hydratation
Phase Enthalpie Quelle
kJ/kg
C3S 517 [Tay90]a
C2S 262 [Tay90]
C3A 1144 [Tay90]
C4AF 725 [FGA+81]b
aw/c = 0,4 und T = 21 °C
bw/c = 0,5 und T = 20 °C
Wie in [BBK+79] gezeigt wird, ändert sich die Morphologie der bei der Hydratati-
on gebildeten Zementsteinphasen mit steigender Temperatur. Bei höheren Temperaturen
entsteht CSH-Gel höherer Dichte als bei niedrigeren. Um diesem Sachverhalt Rechnung
zu tragen, ist das Molarvolumen sowie der Wassergehalt des CSH eine Funktion der Tem-
peratur, basierend auf Daten von Geiker ([Gei83]).
Aus dem bei der Hydratation gemäß der Reaktionsgleichungen in Abb. 3.12 verbrauch-
ten Wasser wird das chemische Schwinden bestimmt. Die Simulation der Hydratation
kann unter versiegelten oder wassergesättigten Bedingungen erfolgen. Bei versiegelten
Bedingungen bzw. bei im Verlauf der Hydratation stattfindender Deperkolation des Po-
renraums, entleeren sich die wassergefüllten Poren, beginnend mit den Größeren bis zu
den Kleineren.
Der Erstarrungsbeginn des simulierten Zementleims wird in CEMHYD3D definiert als
der Zeitpunkt zu dem die Feststoffe perkolieren, d. h. sich ein zusammenhängender Pfad
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von Feststoffvoxeln (unhydratisierte Klinkerphasenvoxel verbunden durch Ettringit- bzw.
CSH-Voxel) von einer Seite des Rechenvolumens zur anderen bildet. Der Algorithmus, mit
dem untersucht wird, ob sich ein derartiger zusammenhängender Weg gebildet hat (ein sog.
„Burning“-Algorithmus), benötigt die Information, ob zwei Voxel zum selben Zementkorn
gehören. Zu diesem Zweck dient die bei der Ausführung des Moduls genpartnew generierte
Datei mit den Partikelnummern der Zementkörner.
Um im Fall von Beton den Einfluss des so genannten „Wandeffekts“ auf die Entstehung
der Kontaktzone um die Gesteinskörnung zu untersuchen, kann ein Gesteinskorn mittig
im Rechenvolumen angeordnet werden.
3.1.8 Eingabeparameter von disrealnew
Zur Simulation der Hydratation mit CEMHYD3D sind im Wesentlichen folgende Eingabeda-
ten erforderlich:
• Eine Kennzahl, die bestimmt, ob die simulierte Zementsteinmikrostruktur in einer
Datei gespeichert werden soll (1) oder nicht (0).
• Der Name der Datei mit der Zementleimausgangsstruktur (aus genpartnew).
• Die Kodierungswerte der Ausgangsphasen, beispielsweise nach Tab. 3.3.
• Der Name der Datei, welche die Partikelnummern der Zementkörner enthält (aus
genpartnew).
• Die Anzahl der hinzuzufügenden ein Voxel großen Zementkörner.
• Die Anzahl Lösungszyklen, die ausgeführt werden sollen.
• Die Angabe, ob die Simulation der Hydratation unter versiegelten oder wasserge-
sättigten Bedingungen erfolgen soll.
• Die Anzahl der Diffusionsschritte bevor ein neuer Lösungszyklus stattfinden soll.
• Die Parameter für die Kristallisationswahrscheinlichkeit von CH, C3AH6, FH3 sowie
Gips gemäß Gl. 3.17.
• Die jeweile Anzahl an Lösungszyklen, nach denen die Perkolation des Porenraums
bzw. der Feststoffe untersucht werden soll.
• Die Dauer der Induktionsperiode tind (in h) in Gl. 3.15.
• Die Anfangstemperatur (in ℃).
• Die Aktivierungsenergie (in kJ/mol) in Gl. 3.16 für die Zementhydratation.
• Der Kalibrierungsfaktor β in Gl. 3.15 zur Umrechnung der Anzahl an Lösungszyklen
in die reale Hydratationszeit.
• Der Volumenanteil des einzufügenden Gesteinskorns.
• Die Angabe, ob die Simulation unter isothermischen (0) oder adiabatischen Bedin-
gungen erfolgen soll.
Die gewählten Eingabeparameter zur Simulation der in dieser Arbeit betrachteten Ze-
mentsteinmikrostrukturen sind im Anhang E angeführt.
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3.1.9 Ausgabe von disrealnew
Die Simulation der Hydratation von Portlandzement mit dem Programmmodul disreal-
new von CEMHYD3D liefert verschiedene Ausgabedateien, die nachfolgend kurz erläutert
werden.
• Datensatz der Zementsteinmikrostruktur
Je nachdem, ob der Anwender eine Ausgabe erwünscht oder nicht, wird die simulierte
Zementsteinmikrostruktur in einer Datei gespeichert. Standardmäßig erfolgt dies am
Ende des Programmablaufs. Um jedoch die zeitliche Entwicklung der Mikrostruktur
während der Simulation verfolgen zu können, wurde das Modul disrealnew um
eine Ausgaberoutine erweitert, so dass eine Ausgabe jeweils nach einer festgelegten
Anzahl Lösungszyklen erfolgt.
• phases.out
Diese Datei enthält für jeden Lösungszyklus die Anzahl Voxel der verschiedenen
Phasen, die im Rechenvolumen enthalten sind.
• heat.out
In heat.out befindet sich für jeden Lösungszyklus der Hydratationsgrad bezogen
auf das Volumen bzw. die Masse der Klinkerphasen sowie die bis zu diesem Zyklus
freigewordene Hydratationswärmemenge.
• adiabatic.out
In dieser Datei befinden sich für jeden Lösungszyklus die entsprechende Hydratati-
onszeit in Stunden, die Temperatur in °C, der Hydratationsgrad, die Geschwindig-
keitskonstante (vgl. Gl. 3.16) bei der vorhandenen Temperatur (relativ zu 25 °C), die
vorhandene spezifische Wärmekapazität in J/g °C sowie der momentane Massenanteil
des unhydratisierten Zements.
• percpore.out
Diese optionale Datei enthält zu jedem Zyklus Informationen über die Perkolation
des Porenraums. Die Datei beeinhaltet vier Spalten: In der ersten Spalte befindet
sich die zum jeweiligen Zeitpunkt ausgeführte Anzahl Hydratationsschritte. In der
zweiten ist der Hydratationsgrad angegeben. Die dritte Spalte enthält die Anzahl
Porenvoxel, die von der Oberfläche der Mikrostruktur zugänglich sind und die vierte
die gesamte Anzahl Porenvoxel.
• percset.out
Die optionale Datei percset.out beinhaltet die gleichen Informationen wie die Da-
tei percpore.out, jedoch zur Perkolation der Feststoffe. Diese können herangezogen
werden, um den Erstarrungszeitpunkt zu bestimmen.
• partlist.hyd
In dieser Datei ist für jedes Zementkorn mit Durchmesser größer als ein Voxel der
zu jedem Zyklus gehörende Hydratationsgrad angegeben.
3.1.10 Annahmen in CEMHYD3D
Die Computersimulation eines komplexen Prozesses, wie die Hydratation von Zement,
erfordert Vereinfachungen und Annahmen, um die Leistungsfähigkeit heutiger Datenver-
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arbeitungsanlagen nicht zu übersteigen. Des Weiteren sind bisher noch nicht alle Einzelhei-
ten der chemischen Reaktionen und des Verhaltens zementgebundener Systeme bekannt.
Nachfolgend werden die wichtigsten Annahmen und Vereinfachungen aufgezeigt, die bei
der Entwicklung von CEMHYD3D Version 2.0 getroffen wurden.
• Die in CEMHYD3D generierte dreidimensionale Ausgangszementstruktur besteht aus
diskretisierten kugelförmigen Zementkörnern. Die REM-Aufnahmen der betrachte-
ten Zemente Z 1 und Z 2 in Abb. 3.3 und Abb. 3.4 zeigen jedoch, dass die Zement-
körner in Wahrheit nicht kugelförmig sind.
• Die Korngrößenverteilung des enthaltenen Gipses entspricht derjenigen des Zements.
• Alkalisulfate, wie z. B. Natrium- und Kaliumsulfat, sind im Modell nicht berück-
sichtigt.
• Während der Diffusionszyklen diffundieren alle gelösten Phasen mit der gleichen Ge-
schwindigkeit. Einer höheren Beweglichkeit der diffundierenden Phasen C3A
*, CH*
und Gips∗ wird dadurch Rechnung getragen, dass diese Stoffe nach der Lösung an ei-
nem zufälligen Ort im Porenraum platziert werden. Im Gegenzug dazu entstehen die
weniger beweglichen Bestandteile FH*3, CSH
* und Ettringit∗ an ihrem Lösungsort
oder in unmittelbarer Nähe von diesem.
• Annahmen wurden getroffen bzgl. der Form von Gl. 3.17 zur Beschreibung der Kris-
tallisationswahrscheinlichkeiten von C3AH6, CH und FH3.
• Es wird nur eine Auswahl aus der Vielzahl der bei der Hydratation von Zement
auftretenden chemischen Reaktionen berücksichtigt.
• Das Programm berücksichtigt in der vorliegenden Version 2.0 keine Diffusion durch
um die Zementkörner gebildete Hüllen von Hydratationsprodukten.
3.1.11 Mit CEMHYD3D simulierte Zementsteinmikrostrukturen
Mit CEMHYD3D wurden drei verschiedene Zementsteinmikrostrukturen simuliert, die als
Ausgangspunkt für die Simulation des Feuchtetransports und den Vergleich mit mikro-
tomografischen Aufnahmen der realen Zementsteine dienten: Ein Zementstein aus dem
Zement Z 1 mit einem Wasserzementwert w/z = 0,45 (ZS1-45) und einem Hydratations-
grad α ≈ 0,67 sowie zwei Zementsteine aus Z 2 mit den beiden Wasserzementwerten
w/z = 0,45 (ZS2-45) und w/z = 0,55 (ZS2-55), welche die Hydratationsgrade α ≈ 0,95 und
α ≈ 0,99 aufweisen. In Tab. 3.12 sind die Wasserzementwerte und Hydratationsgrade der
Zementsteine nochmals zusammengefasst.
Tab. 3.12: Wasserzementwerte und Hydratationsgrade der simulierten Zementsteine
Bezeichnung w/z-Wert α
ZS1-45 0,45 0,67
ZS2-45 0,45 0,95
ZS2-55 0,55 0,99
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Die mit genpartnew erzeugten dreidimensionalen Zementleimausgangsstrukturen und
die daraus resultierenden, mit disrealnew simulierten, Zementsteinmikrostrukturen sind
in Abb. 3.14 einander gegenübergestellt. Die Kantenlänge der Mikrostrukturen beträgt
128 Voxel bei einer Auflösung von 1 μm/Voxel. Die Anzahl der Lösungszyklen wurde so
gewählt, dass die Hydratationsgrade der simulierten Zementsteine mit denen der mikro-
tomografischen Aufnahmen (vgl. Kap. 3.3) übereinstimmen. Die Eingabeparameter für
disrealnew zur Generierung der Zementsteinmikrostrukturen befinden sich im AnhangE.
Es wurden versiegelte Bedingungen in CEMHYD3D gewählt, weil die Lagerung der Zement-
steinproben für die mikrotomografischen Aufnahmen aus Gründen der Handhabbarkeit
ebenfalls versiegelt erfolgte (vgl. Kap. 3.2.2) und gleiche Lagerbedingungen Voraussetzung
für die Vergleichbarkeit der Morphologie beider Mikrostrukturen sind.
Ob der Volumenanteil der Kapillarporen Vc, des unhydratisierten Zementklinkers Vu
sowie der Hydratationsprodukte Vh der simulierten Zementsteinmikrostrukturen adäquate
Werte aufweisen, kann durch einen Vergleich mit den berechneten Volumenanteilen nach
dem Modell von Powers ([Pow60]) entschieden werden. Vc, Vu und Vh sind nach Powers
in Abhängigkeit des Hydratationsgrads α gegeben durch
Vc =
w/z − 0,36α
w/z + 0,32
(3.18)
Vu =
(1− α) 0,32
w/z + 0,32
(3.19)
Vh = 1− Vc − Vu = 0,68αw/z + 0,32 . (3.20)
Bei den mit CEMHYD3D simulierten Zementsteinmikrostrukturen folgen diese Volumen-
anteile aus den stöchiometrischen Volumenverhältnissen der Edukte und Produkte der
implementierten chemischen Reaktionen (vgl. Abb. 3.12).
In Tab 3.13 sind die Volumenanteile Vc, Vh und Vu der simulierten Mikrostrukturen
den Werten aufgrund des Modells von Powers ([Pow60]) gegenübergestellt. Die Über-
einstimmung ist relativ gut.
Tab. 3.13: Volumenanteil des unhydratisierten Zementklinkers, der Hydratationsproduk-
te sowie des Porenraums der simulierten Zementsteinmikrostrukturen. Dargestellt sind je-
weils die Werte der simulierten Zementsteinmikrostrukuren sowie die berechneten Anteile
gemäß dem Modell von Powers ([Pow60]).
ZS1-45 ZS2-45 ZS2-55
CEMHYD3D Powers
Vol.-%
Kapillarporen Vc 28,0 27,1 18,1 14,3 24,8 22,3
Hydratationsprodukte Vh 59,0 59,2 79,7 83,4 74,8 77,3
unhydratisierte Klinkerphasen Vu 13,0 13,7 2,2 2,3 0,4 0,4
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(a) Zementleimausgangsstruktur des Zements
Z1, w/z = 0,45.
(b) Zementsteinmikrostruktur des Zements Z1,
w/z = 0,45 nach 700 Lösungszyklen (ZS1-45).
(c) Zementleimausgangsstruktur des Zements
Z2, w/z = 0,45.
(d) Zementsteinmikrostruktur des Zements Z2,
w/z = 0,45 nach 2600 Lösungszyklen (ZS2-45).
(e) Zementleimausgangsstruktur des Zements
Z2, w/z = 0,55.
(f) Zementsteinmikrostruktur des Zements Z2,
w/z = 0,55 nach 8000 Lösungszyklen (ZS2-55).
Legende: C S3 Gips
C S2
Hydratations-
produkte
C A3
C AF4
Abb. 3.14: Zementleimausgangsstrukturen und daraus resultierende Zementsteinmikro-
strukturen
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3.2 Mikrotomografische Untersuchungen
3.2.1 Allgemeines
Die Computertomografie (CT) bietet eine direkte Möglichkeit die morphologische Struk-
tur einer realen Probe des Materials dreidimensional abzubilden. Dabei wird das zu un-
tersuchende Objekt mit Röntgenstrahlung durchstrahlt. Beim Durchgang durch Materie
nimmt die Intensität der Strahlung gemäß
I = I0 exp(−μ x), (3.21)
ab ([GVM04]), wobei I0 die ursprüngliche Strahlungsintensität, I diejenige nach dem
Materiedurchgang, μ den Absorptionskoeffizient und x die durchquerte Materiedicke dar-
stellen. Die wichtigsten Schwächungsmechanismen sind dabei der Photoeffekt, elastische
und inelastische Streuung sowie die Paarbildung. Welcher Prozess vorherrschend ist, hängt
von der Energie der Röntgenquanten ab. Bei den üblicherweise für CT-Aufnahmen ver-
wendeten Röntgenstrahlen mit Energien kleiner als 30 keV ist in der Regel der Photoeffekt
dominierend, so dass
μ ∝ Z3λ3 (3.22)
mit  der Dichte des Materials, Z der Kernladungszahl und λ der Wellenlänge der Rönt-
genstrahlung.
Für Auflösungen in der Größenordnung von einem Mikrometer (μCT) ist die Intensi-
tät der Röntgenstrahlung herkömmlicher Röntgenröhren zu gering, so dass die erforderli-
chen Belichtungszeiten zu lange dauern würden. In diesem Fall wird, anstelle der Strah-
lung einer Röntgenröhre, Synchrotronstrahlung verwendet, deren Intensität ca. 1000-mal
größer ist. In einem Synchrotron werden geladene Teilchen (Elektronen) mit Hilfe eines
hochfrequenten elektrischen Feldes (meist Radiowellen) auf nahezu Lichtgeschwindigkeit
beschleunigt. Mittels supraleitender Magnete werden sie auf einer kreisförmigen Bahn
gehalten. Damit die Teilchen ihre kinetische Energie nicht durch Stöße mit Gasteilchen
verlieren, kreisen sie in einer Röhre, in deren Innern ein Ultrahochvakuum herrscht. Die
infolge der Kreisbewegung beschleunigten elektrische Ladungen strahlen tangential zur
Kreisbahn Energie in Form elektromagnetischer Wellen ab. Die entstehende Synchrotron-
strahlung weist dabei ein kontinuierliches Spektrum von Infrarot bis zur Röntgenstrahlung
auf (vgl. AnhangF).
Durch so genannte Undulatoren werden die Teilchen entlang einer wellenförmigen
Bahn geführt, wodurch die Synchrotronstrahlung durch konstruktive Interferenz verstärkt
wird. Abb. 3.15 zeigt den typischen Versuchsaufbau einer mikrotomografischen Anlage.
Mit Hilfe eines Monochromators wird die gewünschte Frequenz1 des Röntgenpektrums
der Synchrotronstrahlung herausgefiltert. Wie Gl. 3.22 zeigt, wird „weiche“ Röntgenstrah-
lung stärker absorbiert als „harte“. Daher verschiebt sich das Spektrum der von der Pro-
be transmittierten Strahlung. Dieser als „Strahlaufhärtung“ bekannte Effekt führt dazu,
dass der Absorptionskoeffizient des Materials mit zunehmender Materialdicke abzuneh-
men scheint. Eine ansonsten homogene Probe weist somit am Rand eine scheinbar höhere
Dichte auf. Die durch den Monochromator gefilterte Röntgenstrahlung ist monoenerge-
tisch, wodurch eine Strahlaufhärtung vermieden wird.
Nach dem Durchqueren des Probekörpers fällt die Röntgenstrahlung auf einen Szintil-
lator, wo sie in sichtbares Licht umgewandelt wird. Mit einem System von Linsen wird das
1Tatsächlich handelt es sich um ein enges Frequenzband.
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Synchrotron-
strahlung
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Undulator
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Abb. 3.15: Versuchsaufbau bei einer Mikrotomografieaufnahme
Licht gebündelt auf einem CCD(Charged Coupled Device)-Fotosensor abgebildet. Dieser
besteht aus einem Raster von lichtempfindlichen Zellen (Pixeln), die eine von der einge-
fallenen Lichtintensität abhängige Spannung erzeugen. Die Spannung wird verstärkt und
ihr Wert für jedes Pixel gespeichert. Somit ergibt sich ein digitales Röntgenbild des Pro-
bekörpers. Von der Probe werden viele Röntgenbilder angefertigt, wobei diese senkrecht
zur Einfallsrichtung der Röntgenstrahlen jeweils um einen kleinen Winkel gedreht wird
bis ein genügend großer Winkelbereich abgedeckt ist. Die aufgezeichneten Röntgenbilder
werden anschließend mit Hilfe einer Computersoftware zu einem dreidimensionalen Bild
des Probekörpers zusammengesetzt.
3.2.2 Herstellung der Zementsteinproben für die mikrotomogra-
fischen Aufnahmen
Eine Serie von Vorversuchen hat ergeben, dass eine ausreichende Verarbeitbarkeit der
Zementleime gewährleistet ist, wenn ihr Setzfließmaß ca. 350mm beträgt. Die hohe Mahl-
feinheit des Zements Z 2 (vgl. Tab. 3.2, S. 40) und der damit verbundene hohe Wasser-
anspruch erforderte den Einsatz eines Fließmittels, um die gewünschte Fließfähigkeit zu
erreichen. Für die Mischung mit Wasserzementwert w/z = 0,45 war ein Fließmittelgehalt
von 0,75M.-% und für die Mischung mit w/z = 0,55 ein Gehalt von 0,60M.-%, jeweils be-
zogen auf das Zementgewicht, notwendig. Verwendet wurde ein Fließmittel auf der Basis
von Polycarboxylatether. Zur Herstellung des Zementleims wurde zunächst das Anmach-
wasser mit dem bereits hinzugefügten Fließmittel vorgelegt. Anschließend wurde während
eines Zeitraums von einer Minute der Zement unter Umrühren hinzugegeben. Die Disper-
gierung des Zementleims erfolgte nach vollständiger Zugabe des Zements zehn Minuten
lang in einem Hochgeschwindigkeitsmischer mit Dissolverscheibe bei einer Umdrehungsge-
schwindigkeit von 3000 U/min. Um eventuell verbliebene Zementagglomerate zu entfernen,
erfolgte nach dem Mischen eine Filterung mit einem Sieb der Maschenweite 90μm. Die
durch den Mischvorgang eingetragene Luft wurde anschließend durch zweiminütiges Mi-
schen in einem Vakuummischer bei −0,8bar entfernt.
Um den Zeitbedarf für die Anfertigung der μCT-Aufnahmen in akzeptablen Grenzen
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zu halten, sollte der Probendurchmesser nicht größer sein als das 1000fache der Auflösung.
Bei einer maximal möglichen Auflösung von ca. 1 μm/Voxel entspricht dies einem Durchmes-
ser von einem Millimeter. Mit einer handelsüblichen Injektionsspritze wurde der Zement-
leim in ein PE-Röhrchen mit 1,0mm Innendurchmesser eingefüllt, das als „Schalung“
diente. Danach erfolgte eine Versiegelung der Enden mit Wachs, um ein Austrocknen zu
vermeiden.
Zur Untersuchung, ob der Zementleim zur Sedimentation neigt, wurden vom Zement-
stein ZS2-55 Zylinder (∅ = 50mm, h = 170mm) hergestellt. Nach der Erhärtung wurden
diese in 10mm dicke Scheiben gesägt und die Trockenrohdichte der einzelnen Scheiben
bestimmt. Das Ergebnis ist in Abb. 3.16 dargestellt.
Abb. 3.16: Verlauf der Trockenrohdichte über die Probekörperhöhe beim Zementstein
ZS2-55
Da keine systematische Dichteveränderung über die Höhe der Zylinderproben festgestellt
werden konnte, wurde auf eine Rotation der Proben während der Erhärtung verzichtet.
Bis zur Anfertigung der mikrotomografischen Aufnahmen erfolgte eine 28-tägige La-
gerung der Proben bei einer Temperatur von 20℃.
3.2.3 Mikrotomografische Aufnahmen der Zementsteine
Der μCT-Datensatz des Zementsteins ZS1-45 konnte dem „Visible Cement Dataset“
([VCD]) des NIST entnommen werden, so dass eigene Aufnahmen lediglich von den Ze-
mentsteinen ZS2-45 und ZS2-55 notwendig waren. Die mikrotomografische Aufnahme des
Zementsteins ZS1-45 besitzt eine Auflösung von ca. 1 μm/Voxel. Ein Querschnitt des Da-
tensatzes ist in Abb. 3.17a dargestellt. Die Hydratationsdauer des Zementsteins beträgt
137 h und der Hydratationsgrad 0,67.
Die μCT-Aufnahmen der Zementsteine ZS2-45 und ZS2-55 wurden am European
Synchrotron Radiation Facility (ESRF) in Grenoble (Frankreich) erstellt. Von jedem
Zementstein wurden drei Proben untersucht. Die Messung erfolgte mit monochromatischer
Röntgenstrahlung der Energie 18 keV. Die gewonnenen Datensätze weisen eine Auflösung
von ca. 1 μm/Voxel auf. Abb. 3.17b und Abb. 3.17c zeigen jeweils einen Querschnitt der
Datensätze beider Zementsteine. Die Hydratationsdauer beträgt 28 Tage. Der Zementstein
ZS2-45 weist einen Hydratationsgrad von 0,95 auf und derjenige des ZS2-55 liegt bei 0,99
(vgl. Kap. 3.3).
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(a) Zementstein ZS1-45 (aus [VCD]). Die Hydra-
tationsdauer beträgt 137 h, der Hydratationsgrad
ca. 0,67.
(b) Zementstein Z2-45. Die Hydratationsdauer
beträgt 28 Tage, der Hydratationsgrad ca. 0,95.
(c) Zementstein Z2-55. Die Hydratationsdauer
beträgt 28 Tage, der Hydratationsgrad ca. 0,99.
Abb. 3.17: Mikrotomografische Aufnahmen der verwendeten Zementsteine. Die Auflö-
sung beträgt ca. 1 μm/Voxel.
3.2.4 Mikrotomografische Aufnahmen der Sandsteine
Außer in Zementsteinen wird im Rahmen dieser Arbeit der Feuchtetransport in einem
Fontainebleau und einem Bentheimer Sandstein simuliert. Grundlage hierfür sind mikro-
tomografische Aufnahmen der Sandsteine.
Der mikrotomografische Datensatz des Fontainebleau Sandsteins wurde in dankens-
werter Weise vom Institut für Computerphysik der Universität Stuttgart zur Verfügung
gestellt. Er besteht aus 300× 300× 299 Voxeln mit einer Auflösung von 7,5 μm/Voxel.
Die mikrotomografische Untersuchung des Bentheimer Sandsteins erfolgte durch die
Bundesanstalt für Materialforschung und -prüfung an der Berliner Elektronenspeicher-
ring-Gesellschaft für Synchrotronstrahlung (BESSY). Der Versuchsaufbau entsprach da-
bei prinzipiell demjenigen in Abb. 3.15. Für die Messungen wurden vier zylinderförmige
Probekörper (∅ = 5mm, h = 20mm) verwendet, die mittels Kernbohrung aus einem
größeren Block gewonnen wurden. Die Bohrkerne wurden bei allen Proben senkrecht zur
Schichtung des Sandsteins entnommen. Die mikrotomografischen Aufnahmen erfolgten
anschließend mit monochromatischer Röntgenstrahlung der Energie 30 keV.
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In Abb. 3.18 ist jeweils ein Querschnitt der mikrotomografischen Aufnahme des Fontai-
nebleau sowie des Bentheimer Sandsteins nach einer Rauschfilterung und Segmentierung
(vgl. Kap. 4.1.1) dargestellt.
(a) Fontainebleau Sandstein, 300 × 300 Voxel,
Auflösung 7,5 μm/Voxel
(b) Bentheimer Sandstein, 600× 600 Voxel, Auf-
lösung 3,7 μm/Voxel
Abb. 3.18: Mikrotomografische Aufnahmen der verwendeten Sandsteine
3.3 Bestimmung des Hydratationsgrads der Zement-
steine
Eine Voraussetzung für den Vergleich der mit CEMHYD3D simulierten Zementsteinmikro-
strukturen mit den entsprechenden mikrotomografischen Aufnahmen ist, dass beide den
gleichen Hydratationsgrad aufweisen. Aus diesem Grund wurden die Hydratationsgrade
der Zementsteine für die μCT-Untersuchungen bestimmt. Die Anzahl der Lösungszyklen
der Simulationen wurden anschließend so gewählt, dass die Hydratationsgrade der simu-
lierten Zementsteinmikrostrukturen mit denjenigen der mikrotomografischen Aufnahmen
übereinstimmten.
3.3.1 Probenherstellung und -vorbereitung
Die Herstellung des Zementleims für die Zementsteinproben erfolgte wie in Kap. 3.2.2
beschrieben. Nach dem Anmachen wurde der Zementleim direkt aus dem Vakuummischer
über einen Schlauch in eine Normprismenschalung nach DINEN196-1:2005 eingefüllt.
Anschließend erfolgte eine 1-minütige Verdichtung mittels eines Vibrationstisches. Die
mit einer Glasplatte abgedeckte Schalung wurde für 24 h in einem Feuchtschrank bei
einer Temperatur von 20℃ und einer relativen Luftfeuchte von 95% bis zum Ausschalen
gelagert. Nach dem Ausschalen wurden die Probekörper in PE-Folie eingeschweißt und
bis zur Prüfung nach 28 Tagen bei 20℃ gelagert.
Der mittels Glühverlust am NIST bestimmte Hydratationsgrad des Zements ZS1-45
nach einer Hydratationsdauer von 137 h beträgt ca. 0,67 [Ben00]. Der Hydratationsgrad
der mit CEMHYD3D simulierten Zementsteinmikrostruktur liegt nach 137 h (≈̂ 700 Lösungs-
zyklen) bei 0,68 für β = 0,0003 (vgl. Gl. 3.15, S. 54).
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Die Hydratationsgrade der Zementsteine ZS2-45 und ZS2-55 wurden anhand von
REM-Aufnahmen und digitaler Bildanalyse an der BAM bestimmt ([Mül04]). Nach 28-
tägiger versiegelter Lagerung wurden die Proben in geeignete Teilstücke zerteilt und bei
40℃ in einem Vakuumtrockenschrank bis zur Massekonstanz getrocknet. Anschließend
erfolgte eine Einbettung in Epoxidharz. Die eingebetteten Proben wurden planparallel
gesägt, geschliffen und mit Kohlenstoff bedampft. Um eine Carbonatisierung zu verhin-
dern, erfolgte die Probenlagerung bis zur Messung in einer Stickstoffatmosphäre.
3.3.2 Hydratationsgradbestimmung mittels digitaler Bildanalyse
Von den Zementsteinen ZS2-45 und ZS2-55 wurden mit einem Rasterelektronenmikroskop
Rückstreuelektronenbilder (vgl. Kap. 3.1.3.2) bei 350facher Vergrößerung angefertigt. Die
unhydratisierten Klinkerphasen können aufgrund ihres hohen Graustufenwertes deutlich
von den Hydratationsprodukten unterschieden werden ([Scr04]), so dass eine Segmentie-
rung mit Hilfe eines Schwellwerts möglich ist. Die Anteile der unhydratisierten Klinker-
phasen wurden anhand der segmentierten Bilder mittels digitaler Bildanalyse bestimmt.
Von jedem Zementstein wurden zwei Proben untersucht. Von jeder Probe wiederum wur-
den zehn Bilder analysiert, wobei jedes Bild aus einem anderen Bereich des jeweiligen
Anschliffs stammte. Nach [SPPP87] reicht die Auswertung von zehn Bildern aus, um
einen Fehler kleiner als 0,6% bei der Bestimmung der Flächenanteile der Zementstein-
phasen zu erreichen. In Abb. 3.19 und Abb. 3.20 sind die REM-Aufnahmen und die nach
der Segmentierung resultierenden Bilder der unhydratisierten Klinkerphasen dargestellt.
Der Hydratationsgrad ergibt sich gemäß
α(t) =
vz(t = 0)− vz(t)
vz(t = 0)
(3.23)
mit vz(t = 0) dem Volumenanteil des (unhydratisierten) Zements zur Zeit t = 0 und
vz(t) demjenigen zur Zeit t. Der Volumenanteil vz(t = 0) kann folgendermaßen berechnet
werden: Das gesamte Zementleimvolumen Vges(t = 0) lautet
Vges(t = 0) = Vz + Vw =
mz
z
+
mw
w
. (3.24)
40 μm
(a) REM-Aufnahme (b) Segmentiertes Bild, unhydratisierte Klinker-
phasen sind schwarz dargestellt.
Abb. 3.19: REM-Aufnahme und segmentiertes Bild des Zementsteins ZS2-45
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40 μm
(a) REM-Aufnahme (b) Segmentiertes Bild, unhydratisierte Klinker-
phasen sind schwarz dargestellt.
Abb. 3.20: REM-Aufnahme und segmentiertes Bild des Zementsteins ZS2-55
Einsetzen des Wasserzementwerts w/z = mw/mz liefert
Vges(t = 0) =
mz
z
+
mz w/z
w
, (3.25)
woraus schließlich folgt
vz(t = 0) ≡ Vz(t = 0)
Vges(t = 0)
=
mz
z
mz
z
+
mz w/z
w
=
w
w + w/z z
. (3.26)
Setzt man w = 1000 kg/m3 sowie z = 3113 kg/m3 in Gl. 3.26 ein, so ergibt sich der Aus-
gangsvolumenanteil des Zements für w/z = 0,45 zu 0,417 und für w/z = 0,55 zu 0,369.
Die Analyse der REM-Bilder lieferte Restklinkeranteile zwischen 2,2 und 2,6Vol.-% beim
Zementstein ZS2-45 sowie 0,3 bis 0,4Vol.-% beim Zementstein ZS2-55. Die daraus resul-
tierenden Hydratationsgrade liegen bei 0,95 und 0,99. In Tab. 3.14 sind die Ergebnisse der
Hydrationsgradbestimmung der beiden Zementsteine nochmals zusammengefasst.
Tab. 3.14: Ergebnisse der Bestimmung des Hydratationsgrads
Zementstein ZS2-45 ZS2-55
Proben-Nr. 1 2 1 2
w/z-Wert - 0,45 0,55
Rohdichte Zement kg/m3 3113 3113
vz(t = 0) - 0,417 0,369
Anteil Restklinker MW - 0,026 0,022 0,003 0,004
σ - 0,005 0,006 0,001 0,002
Hydratationsgrad α - 0,94 0,95 0,99 0,99
Kapitel 4
3D-Bildbearbeitung der
Mikrostrukturdatensätze
4.1 Filterung der Mikrostrukturdatensätze
4.1.1 Rauschfilterung und Segmentierung
Die mikrotomografischen Datensätze besitzen Artefakte aufgrund von Rauschen. Diese
wurden mit einem Medianfilter beseitigt. Dabei werden für jedes Voxel p die Grauwer-
te der Nachbarvoxel aus der 3 × 3 × 3-Umgebung (entsprechend N26(p), vgl. Abb. 4.6,
S. 78) nach Größe sortiert in einer Liste gespeichert. Anschließend wird p der Grauwert
an der mittleren Position der Liste zugeordnet. In Abb. 4.1a ist ein 256×256 Pixel großer
Querschnitt des μCT-Datensatzes des Zementsteins ZS2-45 abgebildet. Das Ergebnis der
Filterung mit dem Medianfilter zeigt Abb. 4.1b.
(a) Ungefiltert (b) Filterung mit dem 3× 3× 3-
Medianfilter
(c) Segmentierung in Hydrata-
tionsprodukte (weiß), unhydrati-
sierter Klinker (grau) und Poren-
raum (schwarz)
Abb. 4.1: Filterung und Segmentierung des μCT-Datensatzes des Zementsteins ZS2-45.
Die abgebildeten Querschnitte haben eine Kantenlänge von 256 Pixeln.
Nach der Rauschfilterung erfolgt anhand des Graustufenhistogramms die Segmentie-
rung in die Phasen Hydratationsprodukte, unhydratisierter Klinker und Porenraum. Im
Folgenden wird die Vorgehensweise am Beispiel des Zementsteins ZS2-45 erläutert: Wie
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Abb. 4.2: Graustufenhistogramm des
μCT-Datensatzes des Zementsteins ZS2-
45
Abb. 4.3: Graustufenhistogramm des
μCT-Datensatzes des Bentheimer Sand-
steins
das in Abb. 4.2 dargestellte Histogramm des μCT-Datensatzes des Zementsteins ZS2-45
zeigt, befindet sich rechts neben dem großen Scheitelpunkt ein kleinerer. Ein ausgeprägtes
Minimum zwischen beiden Scheitelpunkten, das als Schwellwert für die Segmentierung in
unhydratisierte Klinkerphasen und Hydratationsprodukte dienen könnte, ist jedoch nicht
vorhanden. Gleiches gilt hinsichtlich der Festlegung eines Schwellwertes zur Zerlegung
in Porenraum und Hydratationsprodukte. Die Segmentierung erfolgt deshalb mit Hilfe
der in Tab. 3.13, S. 62 angegebenen Volumenanteile aufgrund des Modells von Powers
([Pow60]). Daraus ergeben sich die in Tab. 4.1 dargestellten Filterschwellwerte.
Tab. 4.1: Filterschwellwerte zur Segmentierung des μCT-Datensatzes des Zementsteins
ZS2-45
Phase Schwellwertbedingung
Porenraum s <= 102
Hydratationsprodukte 103 < s <= 182
unhydratisierte Klinkerphasen > 182
Ein Vergleich mit dem Histogramm in Abb. 4.2 zeigt, dass der Schwellwert 182 ungefähr
in der Mitte zwischen den beiden Scheitelpunkten liegt. Der nach Powers bestimm-
te Volumenanteil des unhydratisierten Zementklinkers ist somit im Einklang mit dem
Histogramm der μCT-Aufnahme, wodurch die Annahme einer ebenfalls adäquaten Ab-
schätzung des Kapillarporenanteils mit dem Modells von Powers gerechtfertigt ist. Das
Ergebnis der Segmentierung zeigt Abb. 4.1c. Die Volumenanteile der einzelnen Zement-
steinphasen nach der Segmentierung sind in Tab. 4.2 zusammengefasst1.
Das Graustufenhistogramm der μCT-Aufnahme des Bentheimer Sandsteins ist in
Abb. 4.3 dargestellt. Der Kontrast zwischen Feststoff und Porenraum ist stark ausgeprägt,
so dass die beiden Maxima der Kurve deutlich voneinander getrennt sind. Als Schwellwert
kann das Minimum zwischen beiden verwendet werden. Den resultierenden Porenanteil
zeigt Tab. 4.3. Der Datensatz des Fontainebleau Sandsteins lag bereits segmentiert vor.
1Man vergleiche die Werte von Tab. 4.2 mit denen der simulierten Zementsteinmikrostruktur in
Tab. 3.13 auf Seite 62.
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Tab. 4.2: Volumenanteile der Zementsteinphasen in den mikrotomografischen Datensät-
zen nach der Segmentierung
ZS1-45 ZS2-45 ZS2-55
Vol.-%
Porenraum 27,1 14,0 22,3
Hydratationsprodukte 59,1 83,7 77,3
unhydratisierte Klinkerphasen 13,8 2,3 0,4
Tab. 4.3: Porosität der mikrotomografischen Datensätze der Sandsteine nach der Seg-
mentierung
Porenanteil
Vol.-%
Bentheimer 20,4
Fontainebleau 13,3
4.1.2 Entfernung isolierter Feststoffcluster
Die mit CEMHYD3D simulierten Zementsteinmikrostrukturen enthalten in der Regel Ag-
glomerate von Feststoffvoxeln, die allseitig von Porenraum umgeben sind. Bei den μCT-
Aufnahmen können durch Rauscheffekte ebenfalls isolierte Voxel oder auch kleinere Clus-
ter vorkommen. Solch „schwebende“ Feststoffvoxel müssen aus zwei Gründen entfernt
werden: Erstens entsprechen sie nicht der physikalischen Realität und zweitens stören sie
die in Kap. 4.2 dargestellte Bestimmung der Medialen Achse des Porenraums. Der erste
Schritt besteht darin, diese Feststoffagglomerate zu identifizieren. Dies erfolgt mit Hilfe
des nachfolgend beschriebenen Hoshen-Kopelman-Algorithmus.
Gegeben sei ein zwei- bzw. dreidimensionales Gitter, dessen Gitterpunkte zwei Zustän-
de einnehmen können: Besetzt oder unbesetzt. Der Hoshen-Kopelman-Algorithmus,
der im Folgenden als HK-Algorithmus bezeichnet wird, dient dazu, zusammenhängende
Cluster von besetzten oder unbesetzten Gitterpunkten zu identifizieren und ihre jewei-
lige Größe, d. h. die enthaltene Anzahl Gitterpunkte, zu bestimmen. Derartige Frage-
stellungen sind grundlegend in der Perkolationstheorie und noch in den 1960er Jahren
war Hammersley, ein führender Mathematiker auf diesem Gebiet, zu dem Schluss ge-
kommen, dass die Rechengeschwindigkeit, selbst von Hochgeschwindigkeitsrechnern des
nächsten Jahrhunderts, zur numerischen Lösung von Cluster-Statistiken nicht ausreichen
würde ([HH64]). Dies galt bis Hoshen und Kopelman 1976 ihren „Cluster-Labeling-
Algorithmus“ vorstellten ([HK76]). Der ursprünglich für zweidimensionale Gitter entwi-
ckelte Algorithmus wurde für die Verarbeitung dreidimensionaler Gitter weiterentwickelt
und an die in dieser Arbeit auftretenden spezifischen Problemstellungen angepasst.
Der HK-Algorithmus ordnet jedem Gitterpunkt bzw. Pixel eines Clusters α eine Kenn-
zahl mαt ∈ N zu, so dass die Kennzahlen eine Menge natürlicher Zahlen
{mα1 , mα2 , . . . , mαs , . . . , mαt , . . .} (4.1)
bilden. mαs sei die kleinste Zahl dieser Menge. Die Clusternummer von α wird gleich mαs
gesetzt. Jeder Pixelkennzahl mαt wird eine ganze Zahl N(mαt ) ∈ Z zugeordnet. Die N(mαt )
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ergeben somit eine Menge
{N(mα1 ), N(mα2 ), . . . , N(mαs ), . . . , N(mαt ), . . .}. (4.2)
In dieser Menge ist N(mαs ) die einzige positive Zahl. Sie entspricht der Anzahl Pixel im
Cluster α. Die anderen Elemente sind negativ. Die Pixelkennzahlen mαt hängen mit mαs
zusammen über ein Gleichungssystem der Art
mαr = −N(mαt ), mαq = −N(mαr ), . . . , mαs = −N(mαt ). (4.3)
Das folgende zweidimensionale Beispiel verdeutlicht die Funktionsweise des HK-Algorith-
mus:
Ausgangspunkt ist der in Abb. 4.4a dargestellte zweidimensionale Ausschnitt eines diskre-
tisierten zweiphasigen porösen Mediums.
x
y
(a) Zweidimensionaler Quer-
schnitt eines diskretisierten
zweiphasigen porösen Me-
diums. Feststoff ist grau
dargestellt, Poren weiß.
1 1 2
1 1 1
3
4 4 5 3
4 4 3 3
(b) Nummerierung der Fest-
stoffpixel nach dem ersten
Durchlauf des HK-Algorithmus
1 1 1
1 1 1
3
3 3 3 3
3 3 3 3
(c) Endergebnis
Abb. 4.4: Illustration des Hoshen-Kopelman-Algorithmus
Die grau hinterlegten Pixel symbolisieren Feststoff, die weißen Poren. Zwei Pixel gelten
als miteinander verbunden, wenn sie eine gemeinsame Kante besitzen. Ziel ist es, die Fest-
stoffcluster zu identifizieren, den einzelnen Feststoffpixeln eine Clusternummer zuzuweisen
und die Größe der Cluster zu bestimmen. Ein Pixel kann durch seine Ortskoordinaten x
und y identifiziert werden. Der HK-Algorithmus ordnet jedem Feststoffpixel eine Kennzahl
mxy zu. Bevor ein Pixel (x, y) eine Kennzahl erhält, werden die bereits gekennzeichne-
ten Nachbarvoxel (x, y − 1) und (x − 1, y) untersucht. Die Verarbeitung der Abbildung
erfolgt zeilenweise von oben nach unten: Das erste Pixel (1, 1) ist Feststoff. Es erhält
die Kennzahl 1, d. h. m11 = 1 und die Anzahl der mit 1 gekennzeichneten Pixel lautet
N(1) = 1. Das zweite Pixel (2, 1) ist ebenfalls Feststoff. Es hat aber bereits ein gekenn-
zeichnetes Nachbarvoxel und gehört damit zum selben Cluster wie dieses, so dass es auch
die gleiche Kennzahl erhält: m21 = 1, N(1) = N(1) + 1 = 2. Das dritte Pixel (3, 1) ist ein
Porenpixel und erhält keine Kennzahl. Das vierte Pixel (4, 1) ist wieder Feststoff. Es hat
kein benachbartes Pixel, welches bereits gekennzeichnet wurde und gehört damit poten-
tiell zu einem neuen Cluster. Ihm wird deshalb eine neue Kennzahl zugeordnet: m41 = 2,
N(2) = 1. Das fünfte Pixel in der ersten Zeile und das erste in der zweiten sind Porenpixel
und erhalten keine Kennzahl. Das nächste Pixel (2, 2) ist Feststoff. Es hat ein markiertes
Nachbarpixel (2, 1) mit der Kennzahl 1, so dass m22 = 1 und N(1) = 2 + 1 = 3 gesetzt
werden. Pixel (3, 2) erhält die gleiche Kennzahl: m32 = 1, N(1) = 3 + 1 = 4. Pixel (4, 2)
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ist von zwei bereits gekennzeichnete Nachbarn (4, 1) und (3, 2) umgeben mit m41 = 2,
N(2) = 1 und m32 = 1, N(1) = 4. Da N(1) und N(2) beide positiv sind, wird Pixel
(4, 2) die kleinere der beiden Zahlen m41 und m32 als Kennwert zugeordnet, also m42 = 1,
N(1) = N(1) + N(2) + 1 = 4 + 1 + 1 = 6.
Die Untersuchung von Pixel (4, 2) zeigte, dass das benachbarte Pixel (4, 1) mit m41 = 2
zum gleichen Cluster gehört wie die mit 1 gekennzeichneten Pixel. Die naheliegendste Vor-
gehensweise wäre nun, alle Pixel mit der Kennzahl 2 zu suchen und 2 durch 1 zu erset-
zen. Dies würde jedoch dazu führen, dass die bisher markierten Pixel wieder durchlaufen
werden müssten. Bei großen Strukturen mit vielen Pixeln wäre der dazu erforderliche
Zeitaufwand zu groß, zumal es häufig vorkommt, dass sich im Verlauf der Untersuchung
der Nachbarschaft eines Pixels zwei Cluster mit Pixeln unterschiedlicher Kennzahl als in
Wirklichkeit zu einem Cluster gehörig herausstellen. Dieser Umstand führte zu der ein-
gangs erwähnten Aussage von Hammersley. Im HK-Algorithmus werden nun nicht die
Pixel mit Kennzahl 2 umnummeriert, sondern es wird N(2) = −1 gesetzt, d. h. gleich dem
Negativen der kleinsten Kennzahl der Pixel des Clusters, zu dem sie eigentlich gehören.
Die weitere Abfolge kann Tab. 4.4 entnommen werden.
Tab. 4.4: Abfolge der Pixelnummerierung beim Beispiel in Abb. 4.4a
x y mxy N
1 1 1 N(1) = 1
2 1 1 N(1) = 2
3 1 2 N(2) = 1
2 2 1 N(1) = 3
3 2 1 N(1) = 4
4 2 1 N(1) = 6
N(2) = −1
5 3 3 N(3) = 1
1 4 4 N(4) = 1
x y mxy N
2 4 4 N(4) = 2
4 4 5 N(5) = 1
5 4 3 N(3) = 3
N(5) = −3
2 5 4 N(4) = 3
3 5 4 N(4) = 4
4 5 3 N(3) = 8
N(4) = −3
5 5 3 N(3) = 9
Zwei Fälle seien noch näher erläutert: Pixel (5, 4) hat die zwei Nachbarn (5, 3) mit m53 = 3
und (4, 4) mit m44 = 5. N(3) = 1 und N(5) = 1 sind beide positiv, so dass m54 = 3,
N(3) = N(3) + N(5) + 1 = 1 + 1 + 1 = 3 und N(5) = −3 gesetzt werden. Das Pixel
(4, 5) hat die Nachbarn (4, 4) mit m44 = 5 und (3, 5) mit m35 = 4. N(4) = 4 ist zwar
positiv aber N(5) = −3 ist negativ. Da −N(5) = 3 < m35 = 4 erhält das Pixel (4, 5) die
Kennzahl m45 = −N(5) = 3, N(3) = N(3) + N(4) + 1 = 3 + 4 + 1 = 8.
Das Ergebnis des ersten Durchlaufs ist in Abb. 4.4b dargestellt. Beim zweiten Durch-
lauf wird für alle Pixel (x, y) mit N(mxy) < 0 mxy = −N(mxy) gesetzt. Die resultierende
Pixelnummerierung zeigt Abb. 4.4c.
Gegenüber dem ursprünglichen Algorithmus kann bei der eigenen Implementierung
vom Anwender angegeben werden, wann zwei Pixel bzw. Voxel benachbart sind. In drei-
dimensionalen Gittern gibt es drei Nachbarschaftsbeziehungen (vgl. Kap. 4.2): Verbin-
dungen der Voxel über eine gemeinsame Seitenfläche, eine gemeinsame Kante und eine
gemeinsame Ecke. Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Konvention getroffen, dass zwei
Porenvoxel als verbunden gelten, wenn sie eine Seitenfläche, eine Kante oder eine Ecke ge-
meinsam haben. Daraus folgt, dass zwei Feststoffvoxel nur dann als benachbart angesehen
werden können, wenn sie über eine Seitenfläche miteinander verbunden sind.
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Die zu Beginn dieses Kapitels beschriebenen „schwebenden“ Feststoffvoxel wurden fol-
gendermaßen entfernt: Mit Hilfe des HK-Algorithmus wurden zunächst alle Feststoffclus-
ter identifiziert. Dann erfolgte für jedes Cluster die Untersuchung, ob es eine Verbindung
zu einer der sechs Randflächen des Rechenvolumens besitzt. Sofern dies nicht der Fall
war (Abb. 4.5a) bzw. nur eine solche Verbindung existierte (Abb. 4.5b) wurde das Cluster
gelöscht, d. h., die im Cluster enthaltenen Voxel wurden zu Porenvoxeln konvertiert.
(a) Isoliertes Feststoffcluster (b) Feststoffcluster mit genau einer Verbindung
zum Rand des Rechenvolumens
Abb. 4.5: Entfernte Feststoffcluster
4.2 Extraktion der Medialen Achse
Die Extraktion der Medialen Achse stellt den ersten Schritt zur Generierung des Feuch-
tetransportnetzwerks und der anschließenden Simulation des Feuchtetransports in Kap. 8
dar. Der Ausdruck „Mediale Achse“ wurde von Blum ([Blu67]) geprägt, als ein Konstrukt,
durch das die generelle Form eines Objekts beschrieben wird. Zu ihrer formalen Definition
sind die Begriffe der abgeschlossenen und der maximalen Kugel notwendig:
Definition 4.1 (Abgeschlossene Kugel). Es sei (X, d) ein metrischer Raum, x0 ∈ X
ein Punkt und  > 0. Die Menge
B(x0, ) ≡ {x ∈ X|d(x, x0) ≤ } (4.4)
heißt abgeschlossene Kugel mit Mittelpunkt x0 und Radius  bzgl. der Metrik d.
Definition 4.2 (Maximale Kugel). Es sei (X, d) ein metrischer Raum und A eine
kompakte Teilmenge. Eine abgeschlossene Kugel B(x0, r) heißt maximal in A, falls sie
zwar in A, nicht jedoch in einer anderen Kugel in A enthalten ist.
Damit kann die Mediale Achse folgendermaßen definiert werden:
Definition 4.3 (Mediale Achse). Es sei A eine kompakte Teilmenge eines metrischen
Raums. Die Mediale Achse ist gegeben durch die Mittelpunkte aller maximalen Kugeln
in A.
Dies beeinhaltet, dass die Mediale Achse eines Objekts im R3, zumindest abschnittsweise,
eine (Mediale) Fläche sein kann. Das ist z. B. bei einem Quader der Fall. Die Mittelach-
se der Mediale Fläche ergibt sich jedoch wiederum durch die Mittelpunkte von maximal
einbeschriebenen Kreisscheiben, so dass auch in diesem Fall die Definition anwendbar ist.
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Wenn im Folgenden von der Medialen Achse gesprochen wird, so ist damit ein linienför-
miges Gebilde gemeint, bei dem die eventuell vorhandenen Medialen Flächen durch ihre
Mittelachsen ersetzt wurden.
Im Hinblick auf die Simulation des Feuchtetransports ist die Mediale Achse des Po-
renraums der Zementstein- bzw. Sandsteinmikrostrukturen von Interesse. Zu ihrer Be-
stimmung wurde ein so genannter Thinning-Algorithmus verwendet ([Pal01]). Bei diesem
Verfahren werden, ausgehend vom Rand des Porenraums, sukzessive Porenvoxel gelöscht,
bis die Mediale Achse übrig bleibt. Dabei muss die Topologie des ursprünglichen Objekts
erhalten bleiben: Zusammenhängende Teile müssen zusammenhängend bleiben und die
Anzahl an Löchern und Kavitäten darf durch das Thinning nicht verändert werden. Ob
ein Voxel gelöscht werden kann oder nicht hängt von der Konfiguration der Nachbarvoxel
ab. Nachfolgend werden die Grundlagen des Algorithmus erläutert.
Es sei p = (x1, x2, x3) mit xi ∈ Z ein Punkt im dreidimensionalen diskreten Raum Z3.
Dann können die folgenden Nachbarschaften von p definiert werden (vgl. Abb. 4.6, ‖ ‖ ist
die euklidische Norm):
• 6-Nachbarschaft:
N6(p) ≡ {x′ ∈ Z3
∣∣‖x1 − x′1‖+ ‖x2 − x′2‖
+ ‖x3 − x′3‖ ≤ 1}
(4.5)
• 26-Nachbarschaft:
N26(p) ≡ {x′ ∈ Z3
∣∣max(‖x1 − x′1‖,‖x2 − x′2‖,
‖x3 − x′3‖) ≤ 1}
(4.6)
• 18-Nachbarschaft:
N18(p) ≡ {x′ ∈ Z3
∣∣‖x1 − x′1‖+ ‖x2 − x′2‖
+ ‖x3 − x′3‖ ≤ 2} ∩N26(x).
(4.7)
Es sei N∗j (p) ≡ Nj(P )\{p}. Ein Punkt q ist j-benachbart (j = 6, 18, 26) zu einem Punkt
p, falls q ∈ N∗j (p). Es sei X ⊂ Z3. Eine Folge distinkter Punkte x0, . . . , xn ∈ X ist ein
j-Weg (j = 6, 18, 26) der Länge n ≥ 0 von x0 nach xn, falls xi j-benachbart zu xi−1 ist
(i = 1, . . . , n). Zwei Punkte p, q ∈ X heißen j-verbunden (j = 6, 18, 26), wenn sie durch
einen j-Weg in X verbunden sind.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei nun S = P ∪ M ⊂ Z3 die Menge aller
Punkte (Voxel) eines dreidimensionalen diskretisierten zweiphasigen porösen Mediums,
bestehend aus Porenraum P und Feststoffmatrix M1. Zwei Punkte des Porenraums P
werden als verbunden betrachtet, wenn sie 26-verbunden sind. Im Gegensatz dazu gelten
zwei Punkte des Feststoffs als verbunden, wenn sie 6-verbunden sind.
Ein Punkt p wird als einfacher Punkt bezeichnet, wenn er gelöscht werden kann,
ohne dass die Topologie der Menge, zu der er gehört, verändert wird. Durch das folgende
1Ob die Feststoffmatrix aus mehreren Feststoffen besteht ist an dieser Stelle nicht von Belang.
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Abb. 4.6: Nachbarschaften in Z3: N6(p)
umfasst den Punkt p und die sechs mit
U, D, N, S, E, W gekennzeichneten Punk-
te. N18(p) beinhaltet N6(p) sowie die 12
mit „•“ markierten Punkte. N26(p) um-
fasst N18(p) sowie die acht mit „◦“ gekenn-
zeichneten Punkte.
Abb. 4.7: Nummerierung der Punkte in
N26(p)
Theorem werden 26-einfache Punkte charakterisiert:
Theorem 4.1 (Einfacher Punkt). Ein Punkt p ∈ P ist genau dann ein (26-)einfacher
Punkt, wenn die folgenden Bedingungen gelten:
1. N∗26(p) ∩ P = ∅
2. N∗26(p) ∩ P ist 26-verbunden
3. M ∩N∗6 (p) = ∅
4. M ∩N∗6 (p) ist 6-verbunden in M ∩N∗18(p).
Ein Punkt p ∈ P ist ein Randpunkt, wenn die 3. Bedingung in Theorem4.1 erfüllt ist. Ein
Randpunkt wird als U-Randpunkt bezeichnet, wenn der in Abb. 4.6 mit „U“ markierte
Punkt aus N6(p) in M liegt. In analoger Weise sind D-, N-, S-, E- und W-Randpunkte
definiert. Weiterhin wird ein Punkt p ∈ P als Endpunkt bezeichnet, wenn er genau einen
26-Nachbar in P hat (|N∗26(p) ∩ P| = 1).
Das in [Pal01] beschriebene Verfahren zur Bestimmung der Medialen Achse ist ein
sequentieller Thinning-Algorithmus (im Gegensatz zu parallelen Thinning-Algorithmen),
d. h., das Löschen der Voxel erfolgt abwechselnd für jede der Richtungen U, D, N, S, E und
W. Zuerst werden alle U-Randpunkte des Porenraums P identifiziert. Anschließend wird
jeder U-Randpunkt untersucht, ob er ein einfacher Punkt und kein Endpunkt ist. Trifft
beides zu, wird er in einer Liste L potentiell löschbarer Punkte gespeichert. Im nächsten
Schritt wird nacheinander jeder Punkt von L daraufhin kontrolliert, dass er einfach und
kein Endpunkt ist und, sofern dies der Fall ist, gelöscht. Die Speicherung in einer Liste und
nochmalige Untersuchung der Punkte ist notwendig, weil das Löschen eines Punktes aus
L die anderen enthaltenen Punkte beeinflussen kann. Es kann beispielsweise vorkommen,
dass nach dem Löschen eines Punktes q ∈ L ein anderer Punkt p ∈ L ein Endpunkt ist
oder kein einfacher Punkt mehr.
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Nach Theorem4.1 hängt die Entscheidung, ob ein Punkt p einfach ist oder nicht, von
der Konfiguration der 26-Nachbarpunkte in N∗26(p) ab. Jeder Punkt q ∈ N∗26(p) kann dabei
entweder Porenraum (q ∈ P) oder Feststoff (q ∈ M) sein. Somit gibt es 226 = 67.108.864
mögliche Konfigurationen der Nachbarvoxel. Wollte man bei jeder Abfrage, ob ein Punkt
einfach ist, alle Konfigurationen untersuchen, so wäre der erforderliche Zeitaufwand zu
groß. Aus diesem Grund wurden alle möglichen Kombinationen vorberechnet und in einer
Referenztabelle in der Form Konfigurationsnummer | einfach (ja = 1 ) oder (nein = 0 )
gespeichert. Die Konfigurationsnummer ergibt sich dabei folgendermaßen: Die Konfigura-
tion der Punkte aus N∗26(p) wird in einer 26-stelligen Binärzahl b(p) kodiert. Die i-te Stelle
entspricht dem i-ten Punkt aus N∗26(p), wobei die Nummerierung erfolgt, wie in Abb. 4.7
dargestellt. Ist der i-te Nachbarpunkt von p ein Porenpunkt und alle anderen Punkte in
N∗26(p) nicht, so wird die Konfiguration durch die Binärzahl
bi(p) = 0 . . . 0 1︸︷︷︸
i-te Stelle
0 . . . 0 0︸︷︷︸
0-te Stelle
(4.8)
repräsentiert. Die Binärkodierung b(p) von N∗26(p) ergibt sich dann als bitweises oder (|)
aller bi(p):
b(p) = b0(p)| . . . |b25(p). (4.9)
Die Konfigurationsnummer ergibt sich aus der Dezimaldarstellung von b(p).
Der verwendete Thinning-Algorithmus extrahiert in adäquater Weise die Mediale Ach-
se von Objekten, bei denen sie mittig angeordnet werden kann und dies nicht durch die
Diskretisierung verhindert wird. Beipiele hierzu finden sich in Abb. 4.8. Ist eine mittige
Anordnung nicht möglich, wie bei den Objekten in Abb. 4.9, so ist die Mediale Ach-
se häufig mit Artefakten behaftet. Während bei den in Abb. 4.9a und Abb. 4.9c gezeig-
ten Strukturen die Mediale Achse infolge der Diskretisierung lediglich nicht mittig ver-
läuft, spiegeln Abb. 4.9e und Abb. 4.9f eine generelle Unzulänglichkeit des ursprünglichen
Thinning-Algorithmus aus [Pal01] wieder: Ein Ast der Medialen Achse wurde vollständig
entfernt. Dies liegt an der Reihenfolge, in der die Voxel beim Thinning gelöscht werden.
Bei Objekten, bei denen eine mittige Anordnung der Medialen Achse aufgrund der Dis-
kretisierung nicht möglich ist, kann das im ungünstigsten Fall zur Löschung von ganzen
Bereichen führen. Anhand des zwei Voxel breiten Balkens in Abb. 4.10 ist diese Proble-
matik verdeutlicht. Der Balken wird vollständig gelöscht, ohne dass die Mediale Achse
übrig bleibt. Im Gegensatz zum ursprünglichen Thinning-Algorithmus werden bei der ei-
genen Implementierung deshalb die in L gespeicherten Punkte p nach der Anzahl n der
Punkte in N∗26(p) ∩ P sortiert. Diejenigen Voxel mit größerem n werden zuerst gelöscht.
Die Auswirkung dieser Veränderung auf die Extraktion der Medialen Achse des bereits
erwähnten Balkens zeigt Abb. 4.11. In Abb. 4.12b ist das Ergebnis der Bestimmung der
Medialen Achse des Objekts in Abb. 4.9e dargestellt. Durch den veränderten Algorithmus
wird die Mediale Achse zuverlässig bestimmt, auch wenn sie nicht mittig verläuft.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Abb. 4.8: Objekte mit mittig verlaufender Medialer Achse
(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Abb. 4.9: Objekte mit nichtmittig verlaufender Medialer Achse
4.2. EXTRAKTION DER MEDIALEN ACHSE 81
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Abb. 4.10: Ungünstige Löschreihenfolge beim ursprünglichen Thinning-Algorithmus. Bei
Objekten, bei denen eine mittige Anordnung der Medialen Achse aufgrund der Diskreti-
sierung nicht möglich ist, können Bereiche gelöscht werden.
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
Abb. 4.11: Thinning-Algorithmus nach Veränderung der Löschreihenfolge. Die Mediale
Achse bleibt erhalten.
(a) (b)
Abb. 4.12: Mediale Achse bei veränderter Löschreihenfolge: Im Gegensatz zum Ergebnis
des ursprünglichen Algorithmus in Abb. 4.9f wurde kein Ast gelöscht.
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4.3 Bestimmung der Knotenpunkte der Medialen Ach-
se
Die Voxel der Medialen Achse können eingeteilt werden in Punkte, in denen Verzwei-
gungen auftreten — diese werden im Folgenden als Knotenpunkte bezeichnet — und
Verbindungspunkte. Die spätere Generierung des Feuchtetransportnetzwerks erfordert ei-
ne Identifikation der Knotenpunkte. Der naheliegende Ansatz, alle Punkte der Medialen
Achse zu bestimmen, in deren 26-Nachbarschaft drei oder mehr Mediale Achse Voxel
liegen, führt jedoch nicht zum Ziel, wie Abb. 4.13 verdeutlicht. Anstatt der eigentlichen
Kreuzungspunkte der grau dargestellten Medialen Achse, wären in diesem Fall alle mit
„k“ gekennzeichneten Punkte Knotenpunkte. Zur Bestimmung von Knotenpunkten der
Medialen Achse wurde deshalb das Konzept der λ-Nachbarschaft [LIC00a] angewandt.
Definition 4.4 (λ-Nachbarschaft). Zwei Punkte p und q im diskreten dreidimensio-
nalen Raum heißen λ-benachbart, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:
1. p ∈ N6(q) bzw. q ∈ N6(p)
2. p ∈ N∗18(q)\N∗6 (q) ∧ P ∩ (N∗6 (p) ∩N∗6 (q)) = ∅ bzw.
q ∈ N∗18(p)\N∗6 (p) ∧ P ∩ (N∗6 (p) ∩N∗6 (q)) = ∅
3. p ∈ N∗26(q)\N∗18(q) ∧ P ∩ (N∗18(p) ∩N∗18(q)) = ∅ bzw.
q ∈ N∗26(p)\N∗18(p) ∧ P ∩ (N∗18(p) ∩N∗18(q)) = ∅.
Damit kann eine Definition von Knoten- und Verbindungspunkten erfolgen:
Definition 4.5 (Verbindungspunkte - Knotenpunkte). Verbindungspunkte der Me-
dialen Achse sind Punkte, die genau zwei λ-Nachbarn besitzen. Knotenpunkte der Media-
len Achse sind Punkte, die über drei oder mehr λ-Nachbarn verfügen.
Bei Zugrundelegung von Definition 4.5 werden die Knotenpunkte der Medialen Achse
korrekt identifiziert, wie Abb. 4.14 zeigt.
Die Ermittlung der Knotenpunkte erfordert nach Definition 4.4 und Definition 4.5 die
Untersuchung der 26-Nachbarschaft N∗26(p) jedes Punktes p der Medialen Achse. Damit
ist im Prinzip die gleiche Problemstellung gegeben wie bei der Identifikation der einfa-
chen Punkte im vorigen Abschnitt. Wie dort erfolgt auch im Fall der Knotenpunkte eine
Vorausberechnung aller 226 möglichen Kombinationen sowie die Speicherung in einer Re-
ferenztabelle. Die erforderliche Rechenzeit kann damit in akzeptablen Grenzen gehalten
werden.
k k
k k k k k
k k
k k
Abb. 4.13: Fehlerhafte Bestimmung von
Knotenpunkten: Mediale Achse (grau) und
Punkte k mit mindestens drei N26-Nachbarn.
Es werden mehr Punkte als die eigentlichen
Kreuzungspunkte identifiziert.
Abb. 4.14: Identifizierte Knotenpunk-
te k bei Verwendung des Konzepts der
λ-Nachbarschaft
Kapitel 5
Validierung der
Zementsteinmikrostruktur
In Kap. 3.1 wurde erläutert, wie mit dem Computerprogramm CEMHYD3D die Zementhy-
dratation simuliert und eine dreidimensionale Zementsteinmikrostruktur generiert wird.
Ursprünglich wurde CEMHYD3D als Hilfsmittel zur Zementoptimierung entwickelt und nicht
in erster Linie zur Erzeugung einer adäquaten Zementsteinstruktur. Die möglichst genaue
Abbildung der Morphologie, speziell des Porenraums, der betrachteten Zementsteine ist
jedoch Voraussetzung für die Simulation des Feuchtetransports mit dem Ziel, realistische
Feuchtetransportkoeffizienten zu erhalten. Aus diesem Grund wurde der Porenraum der
simulierten Zementsteinstrukturen mit demjenigen der mikrotomografischen Aufnahmen
hinsichtlich der Autokorrelation, der Fraktalen Dimension sowie der Porenradienvertei-
lung verglichen.
5.1 Autokorrelationsfunktionen des Porenraums
In Abb. 5.1 bis Abb. 5.3 sind vergleichend die berechneten Autokorrelationsfunktionen
(vgl. Kap. 2.1.2) des Porenraums der simulierten Zementsteinmikrostrukturen und der
μCT-Aufnahmen dargestellt. Wie die abgebildeten Diagramme zeigen, fallen die Auto-
korrelationsfunktionen des Porenraums der simulierten Zementsteine schneller ab als die
der μCT-Strukturen. Die Korrelationslänge, d. h. der Abstand, ab dem die Autokorrela-
tionsfunktion null ist, beträgt für die simulierten Mikrostrukturen ca. 15–30μm und für
die mikrotomografischen Datensätze 30–50μm. Der Unterschied wird verständlich, wenn
man bedenkt, dass die mit CEMHYD3D simulierten Zementsteinmikrostrukturen das Ergeb-
nis eines Zellautomaten sind, bei dem die Edukte zufällige Bewegungen ausführen und
die Reaktionsprodukte der Hydratation durch Zusammenstöße der Edukte entstehen und
sich damit an Zufallsorten bilden bzw. sich an bereits gebildeten Feststoffen in zufälliger
Weise anlagern. Die Morphologie des realen Zementsteins wird jedoch durch die komple-
xen Bindungskräfte innerhalb der Feststoffe sowie der Feststoffe untereinander bestimmt,
die in CEMHYD3D nicht abgebildet sind. Die resultierende Struktur ist deshalb feiner mit
kleinerer Korrelationslänge als die entsprechende mikrotomografische Abbildung.
Der Vergleich der Zementsteine mit verschiedenen Wasserzementwerten zeigt, dass die
Korrelationslänge des Porenraums mit steigendem w/z-Wert zunimmt. Dies ist zu erwarten,
da ein steigender Wasserzementwert zu einem gröberen Porengefüge führt, wodurch auch
die Korrelationslänge zunimmt.
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Abb. 5.1: Autokorrelationsfunktion des
Porenraums der simulierten Mikrostruk-
tur und der μCT-Aufnahme des Zement-
steins ZS1-45
Abb. 5.2: Autokorrelationsfunktion des
Porenraums der simulierten Mikrostruk-
tur und der μCT-Aufnahme des Zement-
steins ZS2-45
Abb. 5.3: Autokorrelationsfunktion des
Porenraums der simulierten Mikrostruk-
tur und der μCT-Aufnahme des Zement-
steins ZS2-55
5.2 Box-Counting-Dimension des Porenraums
Die Box-Counting-Dimension des Porenraums der simulierten Zementsteinmikrostruktu-
ren sowie der μCT-Aufnahmen wurde mit dem in Kap. 2.3.4 beschriebenen Verfahren
berechnet. In Abb. 5.4 bis Abb. 5.6 ist das Ergebnis dargestellt. Die gestrichelten Gera-
den geben die Anzahl der Boxen wieder, die zur Überdeckung der gesamten Mikrostruk-
tur (Feststoffe und Porenraum) erforderlich ist, während die durchgezogenen Geraden
die Anzahl Boxen, die zur Überdeckung des Porenraums notwendig ist, wiederspiegeln.
Der Schnittpunkt von beiden markiert die Auflösungsgrenze lg. Wird ein Würfel mit der
Kantenlänge lg an einer beliebigen Stelle innerhalb der Zementsteinstruktur platziert, so
befindet sich darin immer mindestens ein Porenvoxel. Wie die Diagramme zeigen, lie-
gen die Punkte zwischen der Auflösungsgrenze lg und der Auflösung der Mikrostrukturen
von 1 μm/Voxel auf einer Geraden, woraus folgt, dass der Porenraum zumindest in diesem
Größenbereich selbstähnlich ist. Die Box-Counting-Dimension ist gleich dem Betrag der
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(a) Simulation (b) μCT-Aufnahme
Abb. 5.4: Box-Counting-Dimension des Porenraums des Zementsteins ZS1-45
(a) Simulation (b) μCT-Aufnahme
Abb. 5.5: Box-Counting-Dimension des Porenraums des Zementsteins ZS2-45
(a) Simulation (b) μCT-Aufnahme
Abb. 5.6: Box-Counting-Dimension des Porenraums des Zementsteins ZS2-55
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Steigung der Geraden. Bei den simulierten Mikrostrukturen wird die Auflösungsgrenze
bereits bei so geringen Kantenlängen der Boxen erreicht, dass lediglich zwei Punkte der
Kurve zur Bestimmung der Box-Counting-Dimension zur Verfügung stehen, durch die
immer eine Gerade gelegt werden kann. Um jedoch einen Vergleichswert zu der Box-
Counting-Dimension des Porenraums der μCT-Aufnahme des jeweiligen Zementsteins zu
erhalten, wurde dennoch eine Gerade durch die beiden Punkte gelegt und deren Steigung
als Box-Counting-Dimension angegeben. Die unterschiedliche Skalierung der Diagram-
me der simulierten Zementsteinstrukturen gegenüber denjenigen der mikrotomografischen
Aufnahmen rührt daher, dass letztere eine Kantenlänge von 256μm besitzen, wohingegen
die simulierten Mikrostrukturen, aufgrund der beschränkt zur Verfügung stehenden Re-
chenkapazität für die Simulationen, lediglich eine Kantenlänge von 128μm aufweisen. In
Tab. 5.1 sind die Ergebnisse nochmals zusammengefasst.
Tab. 5.1: Box-Counting-Dimensionen der Porenräume der verwendeten Zementsteine
Zementstein Datensatz dimB lg
- - - μm
ZS1-45 Simulation 1,49 2,4
μCT 2,24 5,2
ZS2-45 Simulation 1,17 2,4
μCT 2,12 9,7
ZS2-55 Simulation 1,32 2,3
μCT 2,34 9,8
Die Box-Counting-Dimension sowie die topologische Dimension geometrischer Körper, wie
Quader, Kugel, Zylinder usw., beträgt drei. Je größer die Abweichung der Box-Counting-
Dimension der Porenräume der Zementsteine von drei ist, umso zerklüfteter sind sie. Wie
Tab. 5.1 entnommen werden kann, weisen die Box-Counting-Dimensionen der Porenräume
der simulierten Zementsteinstrukturen eine größere Abweichung von drei auf als diejeni-
gen der μCT-Aufnahmen. Sie sind somit feiner, womit die Beobachtungen im vorherigen
Kapitel bestätigt werden. Der Porenraum des Zementsteins ZS2-55 besitzt aufgrund des
höheren Wasserzementwerts ein gröberes Porengefüge, was sich auch in einer größeren,
d. h. näher am Wert drei liegenden, Box-Counting-Dimension äußert.
Der Vergleich mit den künstlichen Fraktalen in Tab. 2.3, S. 35 zeigt, dass, auch wenn
die Box-Counting-Dimension zweier Strukturen gleich ist, die Morphologie doch große
Unterschiede aufweisen kann.
5.3 Porenradienverteilung
In der Praxis werden weniger die Box-Counting-Dimension oder die Autokorrelationsfunk-
tion zur Charakterisierung des Porenraums von Baustoffen herangezogen als vielmehr die
Porenradienverteilung. Ihre Bestimmung erfolgt meist mit Hilfe der Quecksilberdruckpo-
rosimetrie (QDP). Dabei wird die zu untersuchende Probe unter Vakuum mit Quecksilber,
d. h. einer nicht benetzenden Flüssigkeit, beaufschlagt, welches unter Druck in die Poren
hineingepresst wird. Der aufzubringende Druck pc, um eine kreiszylindrische Pore mit
Radius r zu füllen, ist durch die Kapillardruck-Radius-Beziehung (zur Herleitung siehe
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Kap. 6.6.2)
pc =
2 σHg cos θ
r
(5.1)
gegeben, wobei σHg die Oberflächenspannung des Quecksilbers und θ der Randwinkel zwi-
schen Quecksilbermeniskus und Porenwandung darstellen. Im Verlauf der Messung wird
der Druck erhöht, wodurch das Quecksilber in immer kleinere Poren gelangt. Das Volu-
men des intrudierten Quecksilbers in Abhängigkeit des aufgebrachten Druckes bzw. nach
Gl. 5.1 des Porenradius gibt Rückschlüsse über die Porenradienverteilung der untersuchten
Probe.
Zwei wesentliche Nachteile der QDP sind die Annahme von kreiszylindrischen Poren
sowie der „Flaschenhalseffekt“: Wenn eine Pore mit großem Radius durch eine Pore mit
kleinem Radius mit der Oberfläche der Probe verbunden ist, so wird die große Pore erst
bei dem Druck mit Quecksilber gefüllt, der dem Radius der kleinen Pore entspricht. Damit
wird das Volumen der kleineren Pore fälschlicherweise zu groß eingeschätzt. Generell wird
bei der QDP der Volumenanteil der größeren Poren zugunsten der kleineren unterschätzt.
Um einen weiteren Vergleichswert zwischen den simulierten Zementsteinmikrostruk-
turen und den μCT-Datensätzen zu erhalten, erfolgte eine numerische Bestimmung der
Porenradienverteilung. Zu diesem Zweck wurde jedem Porenvoxel ein lokaler Porenradius
zugeordnet. Der Algorithmus ist wie folgt: Zunächst wird die Mediale Achse des Poren-
raums mit dem in Kap. 4.2 beschriebenen Verfahren extrahiert. Anschließend dient jedes
Voxel der Medialen Achse als Mittelpunkt einer Kugel, deren Radius solange vergrößert
wird, bis sie die Porenwand tangiert (Abb. 5.7).
M
p
r
Abb. 5.7: Bestimmung des lokalen Porenradius
Allen Voxeln innerhalb der Kugel wird dieser Radius zugeordnet. Wird ein Voxel p nach-
folgend von einer Kugel mit größerem Radius überdeckt, so bekommt es diesen größeren
Radius zugewiesen. Auf diese Weise erhält jedes Voxel des Porenraums einen lokalen
Porenradius. Die jeweilige Anzahl Voxel der verschiedenen Radien bezogen auf die Ge-
samtzahl Porenvoxel ergibt die Porenradienverteilung.
Die QDP kann simuliert werden, indem die jeweiligen Voxel mit einem bestimmten
lokalen Porenradius r, die von der Oberfläche des Rechenvolumens durch den Porenraum
erreichbar sind, ermittelt werden. Dies erfolgt mit Hilfe eines so genannten „Burning-
Algorithmus“. Dazu werden zunächst alle Voxel mit Radius r auf der Oberfläche identifi-
ziert und in einer dynamischen Liste L gespeichert. Anschließend wird für jedes Voxel aus
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L die 26-Nachbarschaft (vgl. Kap. 4.2) auf weitere Voxel mit r untersucht. Diese werden
unmittelbar nach Auffinden am Ende von L angefügt, so dass die Liste dynamisch wächst,
solange Voxel mit dem entsprechenden Radius gefunden werden. Alle bereits detektierten
Voxel bekommen das Kennzeichen „burned“, so dass sie kein zweites Mal in L eingefügt
werden. Der Algorithmus endet, wenn das Ende der Liste erreicht ist und keine neuen
Voxel mit r gefunden werden. Der Name des Algorithmus rührt daher, dass er gewisse
Parallelen zum Verlauf eines Waldbrands aufweist. Während dort ein brennender Baum
die benachbarten anzündet bis keine unverbrannten Bäume mehr vorhanden sind, werden
hier alle Voxel mit Radius r „angezündet“ (sie erhalten das „burned“-Kennzeichen) bis
keine weiteren mehr auffindbar sind.
In Abb. 5.8 ist die Simulation der QDP am Beispiel der simulierten Mikrostruktur und
der μCT-Aufnahme des Zementsteins ZS1-45 bildlich dargestellt.
Die ermittelten Porenradienverteilungen der verschiedenen Zementsteine können
Abb. 5.9 bis Abb. 5.11 entnommen werden. Die linke Abbildung gibt dabei jeweils die
„tatsächliche“ Porenradienverteilung wieder, die rechte die aus der Simulation der QDP
resultierende. Zur Verdeutlichung des Verlaufs wurden die einzelnen Punkte durch Ge-
raden verbunden. Zwischen den simulierten Zementsteinmikrostrukturen und den μCT-
Datensätzen sind deutliche Unterschiede zu erkennen: Die Porenräume der simulierten
Zementsteine weisen kleinere Porenradien auf.
In den Diagrammen in Abb. 5.12 bis Abb. 5.14 sind die tatsächlichen Porenradienver-
teilungen und diejenigen aufgrund der QDP-Simulation nochmals einander gegenüberge-
stellt. Besonders bei den μCT-Datensätzen ist der bereits erwähnte Flaschenhalseffekt zu
beobachten: Der Anteil der Poren mit kleineren Radien wird bei der QDP als zu groß
eingeschätzt und der mit größeren als zu klein. Die berechneten Porenradienverteilungen,
die Box-Counting-Dimension wie auch die Autokorrelationsfunktion zeigen, dass sich der
Porenraum der mit CEMHYD3D simulierten Zementsteinstrukturen deutlich von dem der
μCT-Datensätze unterscheidet. Er ist feiner bzw. zerklüfteter.
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(a) Porenradienverteilung (b) Porenradienverteilung aufgrund QDP
Abb. 5.9: Berechnete Porenradienverteilungen des Zementsteins ZS1-45
(a) Porenradienverteilung (b) Porenradienverteilung aufgrund QDP
Abb. 5.10: Berechnete Porenradienverteilungen des Zementsteins ZS2-45
(a) Porenradienverteilung (b) Porenradienverteilung aufgrund QDP
Abb. 5.11: Berechnete Porenradienverteilungen des Zementsteins ZS2-55
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(a) Simulation (b) μCT
Abb. 5.12: Vergleich der tatsächlichen Porenradienverteilung mit der simulierten QDP
für den Zementstein ZS1-45
(a) Simulation (b) μCT
Abb. 5.13: Vergleich der tatsächlichen Porenradienverteilung mit der simulierten QDP
für den Zementstein ZS2-45
(a) Simulation (b) μCT
Abb. 5.14: Vergleich der tatsächlichen Porenradienverteilung mit der simulierten QDP
für den Zementstein ZS2-55
92 KAPITEL 5. VALIDIERUNG DER ZEMENTSTEINMIKROSTRUKTUR
Kapitel 6
Feuchtetransport in porösen Medien
6.1 Arten des Feuchtetransports
In Abbildung 6.1 sind die wesentlichen Feuchtetransportprozesse, wie sie in porösen Me-
dien vorkommen, zusammengefasst. Auf die fettgedruckten Transportarten wird in den
nachfolgenden Kapiteln näher eingegangen.
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Abb. 6.1: Arten des Feuchtetransports in porösen Medien nach [Kru95]. Die fettgedruck-
ten Transportarten werden im Rahmen dieser Arbeit simuliert.
6.2 Hydrodynamische Grundgleichungen
Das Studium der Bewegung von Flüssigkeiten und Gasen (im Folgenden als Fluide be-
zeichnet) ist Gegenstand der Hydrodynamik. Im Rahmen der Hydrodynamik werden die
Fluide als Kontinua angesehen. Jedes infinitesimal kleine Volumenelement wird bei dieser
Betrachtung als „physikalisch“ unendlich kleines Volumen aufgefasst, das aber dennoch
groß ist im Vergleich zu den zwischenmolekularen Abständen bzw. der mittleren freien
Weglänge der Moleküle des Fluids. Wenn nachfolgend von einem Fluidteilchen gesprochen
wird, so ist ein Volumenelement in diesem Sinne gemeint.
In diesem Kapitel werden die hydrodynamischen Gleichungen, die Grundlage für die
Simulation des Feuchtetransports in Kap. 8 sind, hergeleitet.
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6.2.1 Allgemeiner Erhaltungssatz
Die maßgeblichen Gleichungen zur Beschreibung der Strömung eines Fluids folgen aus
einem allgemeinen Erhaltungssatz. Zu dessen Herleitung wird ein gewisses Volumen V (t)
des Fluids betrachtet. In jedem Punkt des Volumens sei ein Feld ψ(x, t) (skalares, Vektor-
oder Tensorfeld) definiert. Die zeitliche Änderung des Volumenintegrals dieses Feldes er-
gibt sich dann aufgrund vorhandener Quellen im Volumen V (t) sowie Zuströmen oder
Abflüssen an der Oberfläche ∂V (t) zu ([Adl92]):
d
dt
∫
V (t)
ψ dV =
∫
V (t)
s(ψ) dV +
∮
∂V (t)
τ (ψ) · d A, (6.1)
wobei s(ψ) die Quelldichte und τ(ψ) die Flussdichte von ψ darstellen. Ein Fluidteilchen P
im Volumen V (t) soll durch seinen Ortsvektor x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) bezüglich eines
kartesischen Koordinatensystems charakterisiert werden, dessen Ursprung beliebig ist. Da
die im Volumen V (t) enthaltenen Fluidteilchen nicht in Ruhe sind, ändert es sich kontinu-
ierlich mit der Zeit. Es sei V0 das Volumen zur Zeit t = 0. Zu diesem Zeitpunkt hatte P den
Ortsvektor X = X(x, t = 0). Die Transformation eines infinitesimalen Volumenelements
von der Zeit 0 nach t erfolgt mit Hilfe der Jacobi-Determinante J gemäß
dV (t) = J(t) dV0 (6.2)
mit
J ≡ |M | ≡ |∇ Xx| ≡
∣∣∣∣ ∂x
∂ X
∣∣∣∣ ≡
∣∣∣∣∣∣
∂x1
∂X1
∂x1
∂X2
∂x1
∂X3
∂x2
∂X1
∂x2
∂X2
∂x2
∂X3
∂x3
∂X1
∂x3
∂X2
∂x3
∂X3
∣∣∣∣∣∣ . (6.3)
Für die linke Seite von Gl. 6.1 folgt damit
d
dt
∫
V (t)
ψ dV =
d
dt
∫
V0
ψ J dV0 =
∫
V0
d
dt
(ψ J) dV0
=
∫
V0
(
dψ
dt
J + ψ
dJ
dt
)
dV0. (6.4)
Nach der Kettenregel ergibt sich das totale Zeitdifferential von ψ zu
dψ
dt
=
∂ψ
∂t
+
∂ψ
∂xi
∂xi
∂t
=
∂ψ
∂t
+∇ψ · v, (6.5)
wobei die Einsteinsche Summenkonvention verwendet wurde, d. h., über mehrfach auf-
tretende Indizes wird automatisch summiert. Zur Berechnung des zweiten Summanden in
Gl. 6.4 wird die Identität
J = |M | = eTr (ln M) (6.6)
verwendet (Beweis siehe AnhangG), wobei
Tr(A) ≡ Aii (6.7)
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die Spur der Matrix A ist. Aus Gl. 6.6 folgt für die Zeitableitung der Jacobi-Determinante
dJ
dt
= Tr
(
M−1
dM
dt
)
eTr (ln M) = J
n∑
i,j=1
M−1ij
dMji
dt
= J
n∑
i,j=1
∂Xi
∂xj
∂x˙j
∂Xi
= J
n∑
i,j,k=1
∂Xi
∂xj
∂x˙j
∂xk
∂xk
∂Xi
, (6.8)
wobei im letzten Schritt die Kettenregel angewendet wurde. Die Summation über i ergibt
n∑
i=1
∂Xi
∂xj
∂xk
∂Xi
=
n∑
i=1
M−1ij Mki =
n∑
i=1
MkiM
−1
ij = δjk. (6.9)
Dies eingesetzt in Gl. 6.8 führt zu
dJ
dt
= J
n∑
j,k=1
δjk
∂x˙j
∂xk
= J
n∑
j=1
∂x˙j
∂xj
= J∇ · ˙x = J∇ · v. (6.10)
Unter Berücksichtigung von Gl. 6.5 und Gl. 6.10 folgt damit aus Gl. 6.4
d
dt
∫
V (t)
ψ dV =
∫
V0
(
∂ψ
∂t
+∇ψ · v + ψ∇ · v
)
J dV0
=
∫
V (t)
(
∂ψ
∂t
+∇ · (ψv)
)
dV. (6.11)
Gl. 6.11 wird in der Literatur als Reynolds’ Transporttheorem bezeichnet. Das Oberflä-
chenintegral auf der rechten Seite von Gl. 6.1 kann mit Hilfe des Divergenzsatzes in ein
Volumenintegral umgewandelt werden∮
∂V (t)
τ (ψ) · d A =
∫
V (t)
∇ · τ (ψ) dV. (6.12)
Gl. 6.11 zusammen mit Gl. 6.12 in Gl. 6.1 eingesetzt, ergibt∫
V (t)
(
∂ψ
∂t
+∇ · (ψv)− s(ψ)−∇ · τ (ψ)
)
dV = 0 (6.13)
bzw. die lokale Form des allgemeinen Erhaltungssatzes Gl. 6.1
Allgemeiner Erhaltungssatz
∂ψ
∂t
+∇ · (ψv)− s(ψ)−∇ · τ(ψ) = 0.
(6.14)
6.2.2 Massenerhaltung
Die Bedingung für die Massenerhaltung des Fluids (Kontinuitätsbedingung) folgt aus
Gl. 6.14, indem für ψ die Dichte  sowie τ(ψ) = 0 und s(ψ) = 0 eingesetzt werden [Ari89],
[Bat67]:
∂
∂t
+∇ · (v) = ∂
∂t
+∇ · v + ∇ · v = d
dt
+ ∇ · v = 0. (6.15)
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Per definitionem gilt für eine inkompressible Flüssigkeit
d
dt
= 0, (6.16)
so dass aus Gl. 6.15
∇ · v = 0 (6.17)
folgt.
6.2.3 Impulserhaltung
Zur Herleitung der Impulserhaltung werden die Ersetzungen
ψ = vi
τi(ψ) = σij
s(ψ) = gi
in Gl. 6.14 vorgenommen, woraus für jede Komponente der Stromdichte v folgt:
∂
∂t
(vi)+ (vivj),j−σij,j−gi = ∂
∂t
vi +
∂vi
∂t
+ vi,jvj + vi(vj),j−σij,j−gi = 0. (6.18)
Unter Berücksichtigung der Massenerhaltung Gl. 6.15 folgt

∂vi
∂t
+ vjvi,j − σij,j − gi = 0 (6.19)
bzw. in Vektorschreibweise

∂v
∂t
+ (v · ∇)v −∇ · σ − g = dv
dt
−∇ · σ − g = 0 . (6.20)
In Gl. 6.20 ist σ der Cauchysche Spannungstensor, v die Fließgeschwindigkeit des Fluids
und g die Erdbeschleunigung.
6.2.4 Navier-Stokes-Gleichungen
Für ein inkompressibles Newtonsches Fluid1 hat der Spannungstensor in Gl. 6.20 die
Form ([Ari89], [Bat67], [TT60])
σ = −p 1+ 2ηD, (6.21)
wobei p der hydrostatische Druck, η die dynamische Viskosität der Flüssigkeit und D der
Tensor der Schergeschwindigkeit gemäß
D ≡ 1
2
(∇v + (∇v)T ) (6.22)
darstellen. Für den Term ∇ · σ in Gl. 6.20 ergibt sich mit Gl. 6.21
∇ · σ = ∇ · (−p 1+ 2η D) = −∇p + 2D · ∇η + 2η∇ ·D = −∇p + 2η∇ ·D, (6.23)
1Ein Newtonsches Fluid ist eine Flüssigkeit oder ein Gas, dessen Scherspannung proportional zur
Schergeschwindigkeit ist.
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wobei im letzten Schritt vorausgesetzt wurde, dass die dynamische Viskosität in der ge-
samten Flüssigkeit konstant ist (∇η = 0). Mit Gl. 6.22 folgt für die Divergenz von D
∇ ·D = 1
2
∇ · (∇v + (∇v)T ) = 1
2
(Δv +∇ (∇ · v)) = 1
2
Δv (6.24)
mit dem Laplace-Operator Δ ≡ ∇2. Das letzte Gleichheitszeichen resultiert aus der
Kontinuitätsbedingung Gl. 6.17. Einsetzen von Gl. 6.24 in Gl. 6.23 ergibt
∇ · σ = −∇p + ηΔv. (6.25)
Unter Berücksichtigung von Gl. 6.25 führt die Impulserhaltung Gl. 6.20 zu

dv
dt
+∇p− ηΔv − g = 0 . (6.26)
Gl. 6.26 zusammen mit der Kontinuitätsbedingung Gl. 6.17 werden in der Literatur als
Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet. Wie gezeigt wurde, folgt die Navier-Stokes-
Gleichung Gl. 6.26 unmittelbar aus der Impulserhaltung Gl. 6.20 zusammen mit der kon-
stitutiven Gleichung Gl. 6.21.
6.2.5 Gesetz von Hagen-Poiseuille
Die Navier-Stokes-Gleichung Gl. 6.26 lässt sich nur in Ausnahmefällen geschlossen in-
tegrieren. Dies ist der Fall bei einer stationären, laminaren Strömung in einer kreiszylin-
drischen Röhre [LL91]. Aufgrund der Rotationssymmetrie der Röhre ist es zweckmäßig
Gl. 6.26 in Zylinderkoordinaten (r, ϕ, z) auszudrücken, wobei die z-Koordinate in Rich-
tung der Mittelachse der Röhre verlaufen soll (Abb. 6.2):
r
x = z3
R
A
x1

x2
Abb. 6.2: Zylinderkoordinaten
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
(
∂vr
∂t
+ vr
∂vr
∂r
+
vϕ
r
∂vr
∂ϕ
− v
2
ϕ
r
+ vz
∂vr
∂z
)
+
∂p
∂r
− η
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂vr
∂r
)
− vr
r2
+
1
r2
∂2vr
∂ϕ2
− 2
r2
∂vϕ
∂ϕ
+
∂2vr
∂z2
)
− gr = 0
(6.27)

(
∂vϕ
∂t
+ vr
∂vϕ
∂r
+
vϕ
r
∂vϕ
∂ϕ
+
vrvϕ
r
+ vz
∂vϕ
∂z
)
+
1
r
∂p
∂ϕ
− η
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂vϕ
∂r
)
− vϕ
r2
+
1
r2
∂2vϕ
∂ϕ2
− 2
r2
∂vr
∂ϕ
+
∂2vϕ
∂z2
)
− gϕ = 0
(6.28)

(
∂vz
∂t
+ vr
∂vz
∂r
+
vϕ
r
∂vz
∂ϕ
+ vz
∂vz
∂z
)
+
∂p
∂z
− η
(
1
r
∂
∂r
(
r
∂vz
∂r
)
+
1
r2
∂2vz
∂ϕ2
+
∂2vz
∂z2
)
− gz = 0.
(6.29)
Die Kontinuitätsbedingung Gl. 6.17 lautet in Zylinderkoordinaten
1
r
∂(r vr)
∂r
+
1
r
∂vϕ
∂ϕ
+
∂vz
∂z
= 0. (6.30)
Unter der Annahme einer laminaren Strömung in z-Richtung sind die Geschwindigkeits-
komponenten in radialer und tangentialer Richtung null
vr = vϕ = 0. (6.31)
Damit folgt aus Gl. 6.30
∂vz
∂z
= 0. (6.32)
Wegen der Rotationssymmetrie der Strömung gilt weiterhin
∂vz
∂ϕ
= 0. (6.33)
Aus der Voraussetzung einer stationären Strömung folgt
∂vr
∂t
=
∂vϕ
∂t
=
∂vz
∂t
= 0. (6.34)
Die Navier-Stokes-Gleichung Gl. 6.29 vereinfacht sich dadurch und unter Vernachläs-
sigung der Schwerkraft zu
−η
r
∂
∂r
(
r
∂vz
∂r
)
+
∂p
∂z
= 0. (6.35)
Zweimalige Integration ergibt
vz(r) =
1
4η
∂p
∂z
r2 + c1 ln r + c2. (6.36)
Damit die Geschwindigkeit über den gesamten Querschnitt der Röhre, einschließlich des
Mittelpunktes, endlich bleibt, muss die Integrationskonstante c1 null sein. Am Rand des
Querschnitts gilt vz(R) = 0 (R ist der Radius der Röhre). Daraus folgt für die Integrati-
onskonstante c2
c2 = − 1
4η
∂p
∂z
R2. (6.37)
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Somit lautet die Lösung von Gl. 6.35
vz(r) =
1
4η
∂p
∂z
(
r2 −R2) , (6.38)
woraus ein parabolisches Geschwindigkeitsprofil in der Röhre folgt (Abb. 6.3).
R
rz
v rz( )
vz( ) = 0R
Abb. 6.3: Parabolisches Geschwindigkeitsprofil
Der Volumenstrom in der Röhre, d. h., das pro Sekunde durch die Röhre fließende Flüs-
sigkeitsvolumen, berechnet sich zu
QV ≡
∫
A
vz dA = 2π
R∫
0
vz r dr =
π
2η
∂p
∂z
R∫
0
(
r2 − R2) r dr = − π
8η
∂p
∂z
R4. (6.39)
Gl. 6.39 wird in der Literatur als Hagen-Poiseuillesches Gesetz bezeichnet. Für die
mittlere Strömungsgeschwindigkeit in der Röhre ergibt sich
vz ≡ 1
A
∫
A
vz dA =
QV
A
= − 1
8η
∂p
∂z
R2. (6.40)
6.2.6 Bernoulli-Gleichung
Die Bernoulli-Gleichung folgt aus der Navier-Stokes-Gleichung Gl. 6.26

(
∂v
∂t
+ (v · ∇)v
)
+∇p− ηΔv − g = 0 (6.41)
unter Verwendung der Identitäten
(v · ∇)v = 1
2
∇v2 − v × (∇× v) (6.42)
Δv = ∇(∇ · v)−∇× (∇× v). (6.43)
Die z-Richtung des Koordinatensystems soll in entgegengesetzter Richtung der Erdbe-
schleunigung angeordnet sein, d. h.
g = −g e3 = −∇(g z). (6.44)
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Mit Hilfe des Wirbelvektors
w ≡ ∇× v (6.45)
folgt

∂v
∂t
+∇
(
1
2
v2 + p + g z
)
= v × w − η∇× w + η∇(∇ · v). (6.46)
Für eine stationäre Strömung ist
∂v
∂t
= 0. (6.47)
Ist die Flüssigkeit inkompressibel, gilt die Kontinuitätsbedingung Gl. 6.17, so dass folgt
∇
(
1
2
v2 + p + g z
)
= v × w − η∇× w. (6.48)
Unter der Voraussetzung, dass ∇× w = 0, liefert die Integration entlang einer Stromlinie
mit dx ‖ v die Bernoulli-Gleichung:
1
2
v2 + p + g z = const. (entlang einer Stromlinie). (6.49)
Im Folgenden soll die Strömung in einer zylindrische Röhre erfolgen. Zur mathemati-
schen Beschreibung werden Zylinderkoordinaten (Abb. 6.2) mit der z-Richtung entlang
der Mittelachse der Röhre verwendet. vz sei die über die Querschnittsfläche der Röhre
gemittelte Geschwindigkeit. Der effektive Druckgradient ∂p/∂z in z-Richtung ergibt sich
aus dem hydrostatischen Druckgradienten ∂p˜/∂z, vermindert um den Anteil der Reibung
in der Röhre
∂p
∂z
=
∂p˜
∂z
− ∂preib
∂z
. (6.50)
Zur Berechnung des Reibungsanteils wird Gl. 6.40 nach ∂p/∂z aufgelöst:
∂preib
∂z
= −8 η
R2
vz. (6.51)
Der vorherrschende Druckgradient lautet damit
∂p
∂z
=
∂p˜
∂z
+
8 η
R2
vz. (6.52)
Dies eingesetzt in Gl. 6.48 und unter der Voraussetzung einer wirbelfreien (laminaren)
Strömung ergibt
∂
∂z
(
1
2
v2z + p˜ + g z
)
+
8 η
R2
vz = 0. (6.53)
Integration entlang der Mittelachse der Röhre liefert
z2∫
z1
(
∂
∂z
(
1
2
v2z + p˜ + g z
)
+
8 η
R2
vz
)
dz = 0
⇒ 1
2
 (v2z(z2)− v2z(z1)) + p˜(z2)− p˜(z1) +  g(z2 − z1) +
8η
R2
vzm(z2 − z1) = 0, (6.54)
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wobei vzm die mittlere Geschwindigkeit im Rohr gemäß
vzm ≡
z2∫
z1
vz dz
z2∫
z1
dz
(6.55)
darstellt. Einsetzen von
R = rh =
dh
2
(6.56)
mit dem hydraulischen Radius rh bzw. dem hydraulischen Durchmesser dh und erweitern
von Zähler und Nenner mit 2Avzm führt zu
8η
R2
vzm(z2 − z1) = 32η
dh
2A
Avzm

v2zm
2
z2 − z1
dh
=
64
Qdh
η A

v2zm
2
z2 − z1
dh
=
64
Re
z2 − z1
dh

v2zm
2
= λ
z2 − z1
dh

v2zm
2
= cl 
v2zm
2
(6.57)
mit A der Querschnittsfläche der Röhre,
Q ≡ A vzm (6.58)
dem Massenstrom,
Re ≡ Qdh
ηA
(6.59)
der Reynolds-Zahl,
λ ≡ 64
Re
(6.60)
dem Widerstandsbeiwert und
cl ≡ λz2 − z1
dh
. (6.61)
Kommen zu den Reibungsverlusten der Strömung örtliche Energieverluste, z. B. infolge
von Querschnittsveränderungen der Röhre oder von Abzweigungen, hinzu, muss ein zu-
sätzlicher Verlustbeiwert ζ berücksichtigt werden, so dass
cl = λ
z2 − z1
dh
+ ζ. (6.62)
Mit Gl. 6.57 kann Gl. 6.54 umgeformt werden zu
z1 +
p˜(z1)
 g
+
v2z(z1)
2g
= z2 +
p˜(z2)
g
+
v2z(z2)
2g
+ cl
v2zm
2g
. (6.63)
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6.3 Permeation
Die Strömung einer Flüssigkeit oder eines Gases durch ein poröses Medium aufgrund
eines Druckgradienten wird als Permeation bezeichnet. Die durch das Porengefüge trans-
portierte Massenstromdichte j, d. h., die Masse des transportierten Fluids pro Flächen-
und Zeiteinheit, berechnet sich für eine laminare Strömung gemäß
j = −k
ν
(∇p− g) (6.64)
mit dem Permeabilitätstensor k und der kinematischen Viskosität ν = η/. Gl. 6.64 ist
die dreidimensionale Erweiterung des empirischen Gesetzes von Darcy ([Dar56]) für eine
Strömung in anisotropen Materialien. Wird das Koordinatensystem so gewählt, dass die
z-Achse in Richtung von −g zeigt, so folgt mit
P ≡ p +  g z (6.65)
aus Gl. 6.64
j = −k
ν
∇P. (6.66)
Für ein isotropes Medium gilt
k =
⎛⎝k 0 00 k 0
0 0 k
⎞⎠ (6.67)
mit dem Permeabilitätskoeffizienten k.
6.4 Diffusion
Der Transport eines Gases oder in einer Flüssigkeit gelöster Stoffe zwischen Bereichen
unterschiedlicher Teilchendichte (Konzentration) durch thermische Bewegung wird als
Diffusion bezeichnet. Die Massenstromdichte ist eine lineare Funktion des Konzentra-
tionsgradienten (1.Ficksches Gesetz)
j = −D∇c, (6.68)
wobeiD den Diffusionstensor darstellt. Im Folgenden sei ein isotropes Medium betrachtet.
Dann gilt
D =
⎛⎝D 0 00 D 0
0 0 D
⎞⎠ (6.69)
mit dem Diffusionskoeffizienten D, so dass Gl. 6.68 lautet:
j = −D∇c. (6.70)
Im Fall der Diffusion von Gasen wird häufig anstelle der Konzentration der Partialdruck
angegeben. Die Umrechnung erfolgt mit Hilfe der Zustandsgleichung idealer Gase, die das
Produkt aus (Partial-)Druck p und Volumen V in Beziehung setzt zur Temperatur T :
p V = nRT =
m
M
RT = mRs T (6.71)
⇔ p = m
V
Rs T = cRs T (6.72)
⇔ c = p
Rs T
. (6.73)
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R = 8,31 J/K·mol ist die universelle Gaskonstante, M die molare Masse und Rs = R/M die
spezifische Gaskonstante des diffundierenden Gases. Gl. 6.73 eingesetzt in Gl. 6.68 ergibt
j = − D
Rs T
∇p = − DL
μRs T
∇p, (6.74)
wobei im letzten Schritt die Diffusionswiderstandszahl
μ ≡ DLD , (6.75)
d. h. das Verhältnis des Diffusionskoeffizienten des betrachteten Gases in Luft zum Diffu-
sionskoeffizienten im Feststoff, eingesetzt wurde.
Bei der Diffusion von in der Luft enthaltenem Wasserdampf kann der Wasserdampf-
partialdruck durch die relative Luftfeuchte ϕ und den Sättigungsdampfdruck ps,T in Ab-
hängigkeit von der Temperatur T gemäß
p = ϕ ps,T (6.76)
ausgedrückt werden. Damit folgt für die Massenstromdichte
j = − D ps,T
RH2O T
∇ϕ = − DL ps,T
μRH2O T
∇ϕ (6.77)
mit RH2O = 461 J/kg K der spezifischen Gaskonstante für Wasserdampf.
Zur Berechnung des Diffusionskoeffizienten von Wasserdampf in Luft wird häufig auf
die empirische Gleichung von Schirmer
DL = 2,3 · 10−5 p0
pL
(
T
273
)1,81
(6.78)
zurückgegriffen. In dieser Gleichung ist p0 = 1,013 · 105 Pa der Normluftdruck und pL der
Umgebungsluftdruck. Für T = 293K ist DL = 2,62 · 10−5 m2/s.
Das 1.Ficksche Gesetz (Gl. 6.68) gilt, sofern die Konzentration zeitlich konstant ist.
Der allgemeine Fall wird durch das 2.Ficksche Gesetz beschrieben, welches aus dem
allgemeinen Erhaltungssatz Gl. 6.14 folgt. Einsetzen von
ψ = c
τ (ψ) = −D∇c
s(ψ) = 0
liefert
∂c
∂t
+∇ · (cv)−∇ ·D∇c = ∂c
∂t
+∇ ·j = 0, (6.79)
wobei die Massenstromdichte
j = cv −D∇c (6.80)
zusätzlich zum diffusiven einen konvektiven Anteil besitzt. Gl. 6.79 wird als 2.Ficksches
Gesetz bezeichnet.
Der dritte Term auf der linken Seite von Gl. 6.79 lautet in Komponentenschreibweise
∇ ·D∇c = (∇ ·DT ) · ∇c +D : ∇(∇c) = ∂Dij
∂xi
∂c
∂xj
+Dij ∂
2c
∂xi∂xj
(6.81)
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mit dem doppelten Skalarprodukt A : B ≡ AijBij .
Ist D konstant, d. h. ∂Dij/∂xi = 0, so folgt aus der Zerlegung von D in einen symme-
trischen und einen antimetrischen Anteil
D = DS +DA (6.82)
mit
DS ≡ 1
2
(D +DT ) (6.83)
DA ≡ 1
2
(D −DT ), (6.84)
dass in Gl. 6.81 nur der symmetrische Anteil von D einen Beitrag liefert, da (sofern
∂2c/∂xi∂xj stetig ist) aus
∂2c
∂xi∂xj
=
∂2c
∂xj∂xi
, (6.85)
folgt
(DA)ij ∂
2c
∂xi∂xj
= 0. (6.86)
D ist somit symmetrisch und hat maximal sechs unabhängige Komponenten.
Für ein isotropes Medium gilt Gl. 6.69, und es folgt mit
∇ · D∇c = ∇D · ∇c +DΔc, (6.87)
aus Gl. 6.79, wenn v = 0 und∇D = 0 ist, eine bekanntere Form des 2.Fickschen Gesetzes:
∂c
∂t
−DΔc = 0. (6.88)
Diffusion tritt auf, sofern die mittlere freie Weglänge der transportierten Teilchen klei-
ner als die Abmessungen der Porenkanäle im Feststoff ist. Der Transport wird in diesem
Fall bestimmt durch Zusammenstöße der Teilchen untereinander. Ist der Porendurchmes-
ser kleiner als die mittlere freie Weglänge, so finden mehr Zusammenstöße der Teilchen
mit der Porenwandung statt als mit anderen Teilchen. In diesem Fall spricht man von
Effusion oder Knudsenscher Molekularbewegung. Die Massenstromdichte aufgrund von
Effusion in einem Porenkanal mit Radius r wird durch folgende Beziehung beschrieben
([KK78]):
j = −8
3
r
√
M
2 π RT
∇p. (6.89)
Die Abgrenzung zur Diffusion erfolgt mit Hilfe der Knudsen-Zahl
Kn ≡ λ
2 r
(6.90)
mit λ der mittleren freien Weglänge der Teilchen und r dem Radius des Porenkanals. Die
folgenden Bereiche können unterschieden werden:
Kn < 1 Kontinuumsbereich, Diffusion vorherrschend
Kn > 1 Effusionsbereich, Effusion vorherrschend
Kn ≈ 1 beide Transportarten vorhanden.
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Für Wassermoleküle in Luft von 20℃ und 1 bar Gesamtdruck beträgt die mittlere freie
Weglänge ca. 40 nm. Daraus folgt, dass in Poren mit einem Durchmesser kleiner als 40 nm
Effusion dominiert. Nach [GKWW76] herrscht bei Normaldruck und üblicher Umgebungs-
temperatur (300K) reine Effusion in Poren mit Radien kleiner als 5 nm und reine
(Ficksche) Diffusion in Poren größer als 1μm vor. Der Feuchtestrom in Zement- bzw.
Sandsteinen aufgrund von reiner Effusion ist bei Raumtemperatur und Normaldruck sehr
gering und wird aus diesem Grund im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter berücksichtigt.
6.5 Oberflächendiffusion
Poröse Stoffe mit einer großen inneren Oberfläche, wie Sand- oder Zementsteine, weisen
in der Regel ein ausgeprägtes hygroskopisches Verhalten auf. Die Porenwände sind in Ab-
hängigkeit von der relativen Luftfeuchte der Umgebung mit einem Wasserfilm bedeckt,
dessen Dicke aus der Sorptionsisotherme des Materials mit Hilfe der BET-Theorie von
Brunauer, Emmett und Teller ([BET38]) abgeschätzt werden kann. Bei geringen
relativen Luftfeuchten ist dieser Sorbatfilm nur eine Moleküllage dick. Die Moleküle sind
dabei verhältnismäßig stark an der Oberfläche des Feststoffs fixiert. Unter diesen Be-
dingungen herrscht reine Diffusion vor. Mit steigender relativer Luftfeuchte nimmt die
Dicke des Sorbatfilms zu und die zunächst monomolekulare Belegung der Oberfläche geht
in eine multimolekulare über. Je weiter die adsorbierte Molekülschicht von der Poren-
wandung entfernt ist, umso größer ist die Mobilität der darin befindlichen Moleküle. Bei
Vorhandensein eines Wasserdampfpartialdruckgefälles findet zusätzlich zur Diffusion im
gasgefüllten Porenraum ein Flüssigkeitstransport im adsorbierten Wasserfilm statt, sofern
dieser eine ausreichende Dicke hat. Diese Oberflächendiffusion kann die Leistungsfähigkeit
der Diffusion um mehrere Größenordnungen übersteigen ([Klo74]).
Rose hat einen Greenbrae Sandstein, einen Portlandkalkstein sowie verschiedene Bö-
den untersucht ([Ros65]) und einen merklichen Einfluss der Oberflächendiffusion ab ei-
ner relativen Luftfeuchte von ca. 60% festgestellt. Hedenblad gibt in [Hed97] Diffu-
sionskoeffizienten von verschiedenen Zementsteinen für zwei verschiedene Bereiche der
relativen Luftfeuchte an. Er unterscheidet dabei den Bereich 35–70% relativer Luftfeuch-
te, bei dem die Oberflächendiffusion von untergeordneter Bedeutung ist, sowie 100% rela-
tive Luftfeuchte, bei der der Feuchtetransport maßgeblich durch die Oberflächendiffusion
bestimmt wird.
Da die Oberflächendiffusion in der vorliegenden Arbeit nicht modelliert wird, erfolgt in
Kap. 8 ein Vergleich der simulierten Wasserdampfdiffusionskoeffizienten mit experimen-
tellen Werten, die bei einer relativen Luftfeuchte von maximal 50% gemessen wurden.
Unter dieser Voraussetzung ist der Einfluss der Oberflächendiffusion vernachlässigbar.
6.6 Kapillare Wasseraufnahme
6.6.1 Grenzflächenspannung
Stehen zwei nicht mischbare Stoffe in Kontakt miteinander, so entsteht an der Grenzfläche
zwischen beiden eine Grenzflächenspannung. Die beiden Stoffe werden als Phasen bezeich-
net, wobei man unter einer Phase einen in sich homogenen Teil der Materie versteht, der
durch eine Grenzfläche von einem anderen homogenen Teil (d.h. einer anderen Phase) ge-
trennt ist. Die Grenzfläche heißt auch Phasengrenze. Im Fall der Phasengrenze zwischen
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einem Feststoff oder einer Flüssigkeit und einem Gas spricht man von Oberfläche und
Oberflächenspannung. An der Phasengrenze ändern sich die physikalischen Eigenschaf-
ten sprunghaft. Die auftretende Grenzflächenspannung ist eine unmittelbare Folge der
Anziehungskräfte zwischen den Atomen bzw. Molekülen der Phasen. Als Beispiel sei die
Phasengrenze zwischen Wasser und Luft betrachtet (Abb. 6.4).
sl
lg
sg

Feststoff
FlüssigkeitGas
Abb. 6.4: Modellvorstellung zur
Entstehung der Oberflächenspannung
Abb. 6.5: Grenzflächenspannung und Rand-
winkel
Ein Molekül im Inneren des Wassers ist allseitig von benachbarten Wassermolekülen um-
geben, welche Kohäsionskräfte auf das Molekül ausüben. Aufgrund der kugelsymmetri-
schen Anordnung der Nachbarmoleküle ist die Resultierende dieser Kräfte null. Bei einem
Wassermolekül an der Oberfläche hingegen ist diese Kugelsymmetrie nicht vorhanden.
Benachbarte Luftmoleküle üben zusätzlich Adhäsionskräfte auf das Molekül aus, die je-
doch in diesem Fall kleiner sind als die Kohäsionskräfte. Aus diesem Grund wirkt auf das
Wassermolekül eine resultierende Kraft, die senkrecht zur Oberfläche zum Inneren des
Wassers gerichtet ist und diese zu verkleinern sucht.
In einem mit Wasser teilgesättigten kapillarporösen Material kommt es zum Kontakt
der drei Phasen Wasser, Luft und Feststoff. In der Kontaktzone entsteht eine Dreipha-
sengrenzlinie, an der sich ein definierter Randwinkel θ ausbildet. Entlang der Dreipha-
sengrenzlinie wirken drei Grenzflächenspannungen: Zwischen Feststoff (solid) und Wasser
(liquid) σsl, zwischen Feststoff und Luft (gas) σsg sowie zwischen Wasser und Luft σlg
(Abb. 6.5). Ein Gleichgewicht herrscht, wenn die Youngsche Gleichung erfüllt ist:
σsg − σsl = σlg cos θ. (6.91)
Ist θ < 90°, wirkt das Fluid für den Feststoff benetzend, bei 90° ≤ θ ≤ 180° nicht be-
netzend. Gemäß Gl. 6.91 hängt die Benetzbarkeit vom Verhältnis der Grenzflächenspan-
nungen ab. Im Fall von teilweise mit Wasser gesättigten Baustoffen ist in der Regel das
Wasser gegenüber der Luft das benetzende Medium.
6.6.2 Kapillardruck
An der Phasengrenze zwischen zwei nicht mischbaren Fluiden in einem teilgesättigten
porösen Medium, wie z. B. Luft und Wasser, ändert sich der Druck sprunghaft. Die auf-
tretende Druckdifferenz wird als Kapillardruck bezeichnet.
Die Berechnung des Kapillardrucks erfolgt durch Bilanzierung des Kräftegleichgewichts
an dem in Abb. 6.6 dargestellten infinitesimalen Flächenelement dA = ds1ds2 ([Bea72],
[Dul92]):
(pg − pl) ds1 ds2 = 2 σlg ds2 sin(1/2 dθ1) + 2 σlg ds1 sin(1/2 dθ2). (6.92)
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R1
ds2
ds1
p ds dsl 1 2
p ds dsg 1 2
d2
d2/2
d1
d1/2
lg 2ds
lg 2ds
lg 1ds
lg 1ds
R2

R
r

Abb. 6.6: Kräftegleichgewicht an einem
infinitesimalen Grenzflächenelement
Abb. 6.7: Zusammenhang zwischen
Krümmungsradius und Kapillarradius
Für infinitesimale Winkel dθ1 und dθ2 gilt
sin(1/2 dθ1) ≈ tan(1/2 dθ1) ≈ ds1
2R1
sin(1/2 dθ2) ≈ tan(1/2 dθ2) ≈ ds2
2R2
,
(6.93)
wobei R1 und R2 die Hauptkrümmungsradien des Flächenelements darstellen. Damit folgt
aus Gl. 6.92 für den Kapillardruck pc die Laplace-Gleichung:
pc ≡ pl − pg = −σlg
(
1
R1
+
1
R2
)
= −2 σlg
R
(6.94)
mit 1/R ≡ 1/2 (1/R1 + 1/R2). Für eine kreiszylindrische Kapillare gilt R = r/ cos θ (vgl.
Abb. 6.7), so dass
pc = −2 σlg cos θ
r
. (6.95)
6.6.3 Sauggleichung für eine kreiszylindrische Kapillare
Die kapillare Wasseraufnahme eines aus dem Porengefüge eines Baustoffs isoliert betrach-
teten Porenkanals kann analog zu derjenigen einer kreiszylindrischen Kapillare betrachtet
werden (Abb. 6.8). Ausgangspunkt zur Herleitung der Differentialgleichung, welche die Be-
wegung einer Wassersäule in der Kapillare aufgrund von Kapillarkräften beschreibt, sind
die Navier-Stokes-Gleichungen in Zylinderkoordinaten (Gl. 6.27 bis Gl. 6.29, S. 98). Die
z-Achse soll entlang der Mittelachse der Kapillare verlaufen. Es wird von einer über die
Querschnittsfläche der Röhre gemittelten z-Komponente der Geschwindigkeit (Gl. 6.40)
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s
z1
z2
2r
h

Abb. 6.8: Kapillare Wasseraufnahme einer kreiszylindrischen Kapillare
ausgegangen. Die Randbedingungen
vr = 0 vϕ = 0 (6.96)
∂vz
∂ϕ
= 0
∂vz
∂r
= 0 (6.97)
zusammen mit der Kontinuitätsbedingung
∂vz
∂z
= 0 (6.98)
eingesetzt in die Navier-Stokes-Gleichungen Gl. 6.27–Gl. 6.29, S. 98 ergibt

∂vz
∂t
+
∂p˜
∂z
+
8 η
r2
vz − η∂
2vz
∂z2
+ g cosβ = 0, (6.99)
wobei Gl. 6.52 verwendet wurde sowie gz = −g cosβ. Integration dieser Gleichung von z1
bis zur Höhe des Meniskus z2 liefert:
z2∫
z1
(

∂vz
∂t
+
∂p˜
∂z
+
8 η
r2
vz − η∂
2vz
∂z2
+ g cosβ
)
dz = 0
⇒ ∂vz
∂t
(z2 − z1) + p˜(z2)− p˜(z1) + 8η
r2
vz(z2 − z1)
− η ∂vz
∂z︸︷︷︸
=0
∣∣∣∣z2
z1
+ g cosβ (z2 − z1) = 0. (6.100)
Der hydrostatische Druck in Höhe des Meniskus beträgt (Gl. 6.95)
p˜(z2) = p˜(z1)− 2 σ cos θ
r
. (6.101)
Definiert man s ≡ z2 − z1, vz ≡ s˙ und ∂vz/∂t ≡ s¨ und setzt dies zusammen mit Gl. 6.101
in Gl. 6.100 ein, so folgt
1
g
s¨ s +
8ν
g r2
s˙ s + s cosβ =
2 σ cos θ
 g r
≡ H, (6.102)
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wobei ν = η/ die kinematische Viskosität der Flüssigkeit bezeichnet und H die maximale
kapillare Steighöhe. Diese Differentialgleichung ist nicht geschlossen integrierbar, sondern
muss mit numerischen Methoden gelöst werden. Der Beschleunigungsterm s¨ s/g spielt nur
kurzzeitig zu Beginn des Saugvorgangs eine Rolle und nimmt rasch so kleine Werte an, dass
er nachfolgend vernachlässigt und die Flüssigkeitsbewegung als quasi-stationär aufgefasst
werden kann. Unter Verwendung des kapillaren Reibungskoeffizienten ([Cam63])
Λ ≡ 8 ν
g r2
(6.103)
und Vernachlässigung des Beschleunigungsterms lautet Gl. 6.102
Λ s˙ s + s cos β = H. (6.104)
Diese Differentialgleichung lässt sich mit der Separationsmethode lösen. Für die Anfangs-
bedingung s = 0 für t = 0 ergibt sich
Λ s˙ s + s cos β = H ⇔ Λ s
H − s cosβ s˙ = 1 (6.105)
⇒ Λ
∫ s
0
s′
H − s′ cosβ ds
′ =
∫ t
0
dt′ = t. (6.106)
Zur Berechnung des Integrals wird die Substitution u ≡ H − s′ cosβ verwendet. Aus
u = H − s′ cosβ ⇔ s′ = H − u
cosβ
du = − cos β ds′ ⇔ ds′ = − du
cos β
folgt:
Λ
∫ s
0
s′
H − s′ cosβ ds
′ = Λ
∫ H−s cos β
H
(
H − u
u cosβ
)
·
(
− du
cos β
)
=
Λ
cos2 β
∫ H−s cos β
H
(
u−H
u
)
du
=
Λ
cos2 β
[∫ H−s cos β
H
du−H
∫ H−s cos β
H
1
u
du
]
=
Λ
cos2 β
[
H ln
(
H
H − s cosβ
)
− s cos β
]
.
(6.107)
Die Lösung von Gl. 6.104 lautet somit
t =
Λ
cos2 β
[
H ln
(
H
H − s cosβ
)
− s cosβ
]
. (6.108)
Für eine lotrechte Kapillare ist β = 0 und s geht in die Steighöhe h über:
t = Λ
[
H ln
(
H
H − h
)
− h
]
. (6.109)
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Die Entwicklung von ln(H/H−h) in einer Umgebung von h/H = 0 liefert:
ln
(
H
H − h
)
= ln
(
1
1− h
H
)
=
h
H
+
h2
2H2
+
h3
3H3
+ · · ·+ h
n
nHn
+ O
[
h
H
]n+1
. (6.110)
Dies eingesetzt in Gl. 6.109 führt zu
t =
Λ
2H
h2
[
1 +
2
3
h
H
+
2
4
h2
H2
+ · · ·+ 2
n + 2
hn
Hn
]
. (6.111)
Für h/H  1 folgt daraus
t ≈ Λ
2H
h2
bzw. die bekannte Abhängigkeit der kapillaren Saughöhe von der Wurzel der Saugzeit:
h ≈
√
2H
Λ
√
t. (6.112)
Gl. 6.108 kann nicht bei einer waagerechten Kapillare angewendet werden, da sich in die-
sem Fall der unbestimmte Wert 0/0 ergibt. Die Lösung folgt jedoch aus Gl. 6.104 mit
β = 90°
Λ s˙ s = H (6.113)
was wiederum auf Gl. 6.112 führt, diesmal jedoch als exakte Gleichheit:
s =
√
2H
Λ
√
t. (6.114)
6.6.4 Kapillarkondensation
Ein poröses Medium im Gleichgewicht mit der Umgebungsluft adsorbiert an seiner Poren-
wandung, je nach relativer Luftfeuchte, eine mehr oder weniger große Menge Wasserdampf.
In Poren mit einem Durchmesser kleiner als 100 nm tritt zusätzlich eine Kondensation des
Wasserdampfs auf.
Im Folgenden soll eine Pore betrachtet werden, die zu einem Teil mit Wasser, zum
anderen Teil mit Wasserdampf gefüllt ist. Die Temperatur soll konstant sein. Sofern sich
Wasser (Index w) und Wasserdampf (Index d) im Gleichgewicht befinden gilt:
vw dpw = vd dpd, (6.115)
wobei vw ≡ 1/w = Vw/mw und vd ≡ 1/d = Vd/md die spezifischen Volumen des Wassers
bzw. Wasserdampfs sowie dpw und dpd eine infinitesimale Druckänderung des Wassers
bzw. Wasserdampfs darstellen. Wird der Wasserdampf näherungsweise als ideales Gas
aufgefasst, so folgt aus der Zustandsgleichung idealer Gase
vd =
RH2O T
pd
, (6.116)
eingesetzt in Gl. 6.115:
dpd
pd
=
vw dpw
RH2O T
. (6.117)
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Integration beider Seiten führt zu:
pd∫
psd
dpd
pd
=
pc∫
0
vw dpw
RH2O T
⇔ ln
(
pd
psd
)
=
vw pc
RH2O T
=
pc
w RH2O T
⇔ ϕ ≡ pd
psd
= exp
(
pc
w RH2O T
)
, (6.118)
wobei ϕ das Verhältnis des Sättigungsdampfdrucks pd über Wasser, welches unter dem
äußeren Druck pc steht, zum Sättigungsdampfdruck psd über Wasser, auf welches keine
äußeren Drücke einwirken, bezeichnet. Unter der Annahme zylinderförmiger Poren liefert
Einsetzen von Gl. 6.95 die Kelvin-Gleichung:
ϕ = exp
(
− 2 σlg cos θ
w r RH2O T
)
. (6.119)
In Abb. 6.9 ist diese Gleichung für T = 20℃ und T = 80℃ und vollständige Benetzbar-
keit (θ = 0) grafisch dargestellt.
Abb. 6.9: Verhältnis des Sättigungsdampfdrucks über einer mit dem Radius R = r/cos θ
gekrümmten Wasserfläche zu demjenigen über einer ebenen Wasserfläche für vollständige
Benetzbarkeit (θ = 0).
Der Einfluss der Kapillarkondensation auf die in dieser Arbeit durchgeführten Feuchte-
transportsimulationen wurde aus folgenden Gründen vernachlässigt:
• Die kleinsten mit Hilfe der Quecksilberdruckporosimetrie gemessenen Porenradien
des Bentheimer Sandsteins liegen bei ca. 150 nm. Von dem Fontainebleau Sandstein
lag lediglich der mikrotomografische Datensatz und keine experimentell bestimm-
te Porenradienverteilung vor. Matthews et al. geben jedoch in [MRS96] einen
kleinsten Porenradius des Fontainebleau Sandsteins von 100 nm an. Nach Abb. 6.9
tritt aufgrund der Größe der Porenradien der Sandsteine keine Kapillarkondensation
auf.
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• Die Messung der kapillaren Wasseraufnahme gemäß DINEN ISO15148:2003-03 er-
fordert eine relative Luftfeuchte der Umgebungsluft zwischen 40% und 60%. Aus
Abb. 6.9 kann entnommen werden, dass bei 60% relativer Luftfeuchte, entsprechend
ϕ = 0,6, lediglich Poren bis zu einem Radius von ca. 2 nm mit Wasser aufgrund von
Kapillarkondensation gefüllt sind, welche somit nicht zum kapillaren Saugen und zu
den experimentell bestimmten Wasseraufnahme- und Wassereindringkoeffizienten
beitragen. Die kleinsten Porenradien der Datensätze der Zementsteinmikrostruktu-
ren betragen nach der Maßstabsveränderung (vgl. Kap. 8.1) 10 nm. Damit liegen
diejenigen Poren, in denen bei 60% relativer Luftfeuchte eine Kapillarkondensati-
on auftritt, unterhalb der Auflösungsgrenze und werden aus diesem Grund ebenfalls
nicht bei den simulierten Wasseraufnahme- und Wassereindringkoeffizienten berück-
sichtigt.
• Die der Literatur ([Hed95], [Hed97]) entnommenen Wasserdampfdiffusionskoeffizi-
enten gewöhnlicher Portlandzementsteine gelten für eine relative Luftfeuchte zwi-
schen 30% und 65%. Gemäß Abb. 6.9 sind bei 65% relativer Luftfeuchte, infolge
Kapillarkondensation, Poren bis zu einem Radius von 3 nm mit Wasser gefüllt. Wie
in Kap. 6.4 dargelegt, findet bei den betrachteten Baustoffen bei Raumtemperatur
und Normaldruck in Poren mit Radien kleiner als 5 nm bereits reine Effusion statt,
deren Transportleistung gegenüber der Diffusion vernachlässigbar ist. Experimen-
tell zeigt sich, dass die Wasserdampfdiffusionskoeffizienten der Zementsteine bis ca.
65% relative Luftfeuchte konstant sind und erst danach, infolge der Oberflächendif-
fusion (vgl. Kap. 6.5), stark ansteigen. Daraus folgt, dass die Kapillarkondensation
in Poren, in denen bei vollständiger Trockenheit des Materials Effusion vorherrscht,
keinen signifikanten Einfluss auf den Wasserdampfdiffusionskoeffizienten hat. Bei
dem in dieser Arbeit für die Wasserdampfdiffusion betrachteten Feuchtebereich bis
50% relativer Luftfeuchte kann sie deshalb vernachlässigt werden.
Kapitel 7
Messung der
Feuchtetransportkoeffizienten
7.1 Wasserpermeabilitätskoeffizient
7.1.1 Probenherstellung und -vorbereitung
Die Herstellung der Zementsteinproben für die experimentelle Bestimmung der Wasser-
permeabilitätskoeffizienten erfolgte gemäß den Ausführungen in Kap. 3.3.1. Die Probe-
körper (∅ = 28,5mm, h = 10mm) wurden mittels Kernbohrung aus den Normprismen
entnommen. Bis zur Prüfung erfolgte eine 28-tägige versiegelte Lagerung bei 20℃.
Die zur Messung des Wasserpermeabilitätskoeffizienten verwendeten Proben des Bent-
heimer Sandsteins (∅ = 50mm, h = 90mm) wurden ebenfalls durch Kernbohrung ge-
wonnen. Die Kerne wurden dabei senkrecht zur Schichtung des Sandsteins entnommen.
Von dem Fontainebleau Sandstein lag keine Probe vor, sondern lediglich der mikroto-
mografische Datensatz.
7.1.2 Messung des Wasserpermeabilitätskoeffizienten des Bent-
heimer Sandsteins
Die experimentelle Bestimmung der Wasserdurchlässigkeit des Bentheimer Sandsteins er-
folgte am Lehrstuhl für Ingenieurgeologie und Hydrogeologie der RWTH Aachen auf Ba-
sis der Norm DIN18130-1:1998-05. Verwendet wurde die in Abb. 7.1 dargestellte Durch-
flusszelle, die in dieser Form auch für Lockergesteine (Böden) Verwendung findet. Die
Durchflusszelle besteht aus einem Plexiglaszylinder, dessen Boden und Deckel von einer
Metallplatte gebildet werden. Die Zentrierung von Zylinder und Boden bzw. Zylinder und
Deckel erfolgt dabei durch eine in den Boden und den Deckel eingelassene Führungsnut.
In dem Boden sind drei Gewindestäbe eingeschraubt mit deren Hilfe Boden, Zylinder und
Deckel zusammengehalten werden. Der Probekörper wird zwischen zwei PE-Filterscheiben
angeordnet. Die seitliche Abdichtung des Probekörpers wird durch einen Latexschlauch
gewährleistet, der mittels Wasserdruck angepresst wird.
Die Messung der Wasserpermeation erfolgte an drei Proben mit 50mm Durchmesser
und 90mm Höhe. Diese waren bis zur Prüfung für 28 Tage bei 20℃ und 50% relati-
ver Luftfeuchte gelagert worden, und ihre Oberfläche war augenscheinlich trocken. Die
Probekörper wurden vor der Prüfung absichtlich nicht wassergesättigt, um die Dichtheit
der Latexummantelung überprüfen zu können. Da der Sandstein im feuchten Zustand
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Filterstein
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Abb. 7.1: Schematischer Aufbau der Durchflusszelle zur Messung der Permeabilitätsko-
effizienten der Sandsteine
eine dunklere Färbung aufweist, wäre eine auftretende Farbänderung nach dem Einbau
der Proben in die Durchflusszellen und Aufbringung des Manteldrucks ein Zeichen dafür,
dass die Latexabdichtung eine Leckage aufweist. Für die Durchströmung wurde entlüfte-
tes, deionisiertes Wasser verwendet. Die Messung erfolgte bei einer Umgebungstempera-
tur von 20℃. Der Durchströmungsdruck betrug 0,3 bar und der Manteldruck 0,6 bar. In
Abb. 7.2 ist exemplarisch das Messergebnis einer Probe dargestellt.
Abb. 7.2: Ergebnis der Permeabilitätsmessung bei einer Probe des Bentheimer Sand-
steins
Während der ersten Messung nahm der Permeabilitätskoeffizient kontinuierlich ab. Nach-
dem der Wasserstrom für ca. eine Minute unterbrochen wurde, lieferte eine erneute Mes-
sung einen höheren Wert, der wiederum mit der Zeit abnahm. Erst eine sechstägige Lage-
rung der Probe in der Durchflusszelle ohne Druckaufbringung, jedoch mit der Möglichkeit
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Wasser kapillar aufzunehmen, führte zu einem zeitlich konstanten Wert des Wasserper-
meabilitätskoeffizienten. Die zunächst auftretende Instationarität des Permeabilitätskoef-
fizienten wird vermutlich durch Luftblasen hervorgerufen, die sich mit der Wasserströmung
zu einer Engstelle im Porenraum bewegen und dort den Fluss blockieren. Wird die Was-
serströmung unterbrochen, verändern die Luftblasen ihre Lage unter dem Einfluss von
Kapillarkräften. Bei einem erneuten Beginn der Strömung müssen sie sich erst wieder zu
einer Engstelle bewegen, weshalb der Permeabilitätskoeffizient zunächst wieder höher ist.
Während der sechstägigen Wasserlagerung ist die enthaltene Luft nach außen gewandert.
Um eine Blockade der Wasserströmung durch eingeschlossene Luftblasen zu verhin-
dern, erfolgt die Messung des Permeabilitätskoeffizienten üblicherweise an wassergesät-
tigten Probekörpern. Die Verwendung von zunächst trockenen Proben hat jedoch außer
der Möglichkeit einer Überprüfung der Mantelabdichtung den Vorteil, dass der Einfluss
von im Porenraum eingeschlossenen Luftblasen auf den Wassertransport nachgewiesen
werden kann. Bei der kapillaren Wasseraufnahme (vgl. Kap. 7.3) tritt die Blockade der
Wasserströmung durch Luftblasen ebenfalls auf, wodurch der Wasseraufnahmekoeffizient
kleinere Werte aufweist als ohne diesen Effekt.
Die experimentellen Werte der Wasserpermeabilitätskoeffizienten der beiden Sandstei-
ne sind in Tab. 7.1 dargestellt.
Tab. 7.1: Gemessene Wasserpermeabilitätskoeffizienten der verwendeten Sandsteine
k
D 10−12 m2 10−5 m/s
Bentheimer 2,4± 0,5 2,4± 0,5 2,4± 0,5
Fontainebleau 1,3 1,3 1,3
Für die Umrechnung der Einheit D (Darcy) in m2 gilt:
1D = 0,987 · 10−12 m2.
Weiterhin erfolgt die Umwandlung von m2 nach m/s gemäß der Gleichung
k[m/s] =
g
ν
k[m2] (7.1)
mit der Erdbeschleunigung g und der kinematischen Viskosität ν des Wassers.
Der in Tab. 7.1 enthaltene Wasserpermeabilitätskoeffizient des Bentheimer Sandsteins
wurde bestimmt als Mittelwert von drei Proben. Die Messung erfolgte in der Richtung, die
in Kap. 8.5 als „x-Richtung“ bezeichnet wird (senkrecht zur Schichtung des Sandsteins).
Der experimentelle Wert des Fontainebleau Sandsteins wurde aus [MAK+02] entnom-
men.
7.1.3 Messung der Wasserpermeabilitätskoeffizienten der Ze-
mentsteine
Die hohe Dichtheit der verwendeten Zementsteine führt zu sehr kleinen Wasserpermea-
bilitätskoeffizienten, die mit herkömmlichen Durchlässigkeitsmessgeräten, wie dem im
vorigen Kapitel beschriebenen, nicht zuverlässig messbar sind. Aus diesem Grund erfolgte
die Messung am Lehrstuhl für Geologie, Geochemie und Lagerstätten des Erdöls und der
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Kohle der RWTH Aachen mit Hilfe einer eigens für Festgesteine mit sehr geringen Per-
meabilitätskoffizienten konzipierten Messapparatur. Die verwendete Durchflusszelle ist in
Abb. 7.3 schematisch dargestellt.
1
2
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4
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6
7
8
6
4
9
2
1 Gehäuse
2 Druckstempel
3 Abflussleitung zur Messbürette (∅ = 1/8")
4 Teflon-/Graphit-Stopfbuchspackungen
5 Blei-/Kupfer-Mantel
6 Sintermetallfilter
7 Probekörper (∅ = 28,50mm)
8 Anschluss für Anpressdruck
9 Zuflussleitung (∅ = 1/8")
Abb. 7.3: Schematischer Aufbau der Durchflusszelle zur Messung der Permeabilitätsko-
effizienten der Zementsteine
Sie besteht aus einem massiven Stahlgehäuse (1) mit einer Bohrung von 29mm Durch-
messer. Der Probekörper (7) befindet sich zwischen zwei Sintermetallfiltern (6) im Inneren
dieser Bohrung. Die Abdichtung der Probe erfolgt mit Hilfe eines Blei-/Kupfermantels (5),
der durch einen frei wählbaren Wasserdruck angepresst wird. Um ein Umströmen der Pro-
be zu verhindern, ist der Anpressdruck dabei stets größer als der Durchströmungsdruck.
Ein in allen drei Hauptrichtungen gleichmäßiger Spannungszustand in dem Probekörper
kann dadurch erreicht werden, dass über Druckstempel (2) ein axialer Druck ausgeübt
wird, der dem (radialen) Anpressdruck entspricht. Mit einer Pumpe wird über die Zu-
flussleitung (9) ein hydraulischer Durchströmungsdruck unterhalb der Probe aufgebaut.
Das durch die Probe geströmte Wasser fließt durch die Abflussleitung (3) zu einer Mess-
bürette.
Die Messung des Wasserpermeabilitätskoeffizienten erfolgte für jeden der beiden Ze-
mentsteine anhand von 12 Proben mit 28,5mm Durchmesser und 10mm Höhe, welche
mittels eines Kernbohrers aus einem Normprisma entnommen wurden. Für die Durch-
strömung wurde entlüftetes, deionisiertes Wasser verwendet. Die Umgebungstemperatur
betrug 20℃. Der Durchströmungsdruck wurde zwischen 3 und 10MPa variiert, wobei bei
diesem Druckbereich kein Einfluss auf den Permeablitätskoeffizienten festgestellt werden
konnte. Der Anpressdruck der Abdichtung sowie der axiale Druck wiesen Werte zwischen
12,5 und 40MPa auf. Die Variation des Anpressdrucks hatte ebenfalls keine Auswirkung
auf den Permeabilitätskoeffizienten. Es wurden relativ hohe Anpressdrücke gewählt, um
ein Umströmen der Probe sicher ausschließen zu können.
Zu Beginn der einzelnen Messungen wiesen die Zementsteinproben hohe Permeabili-
tätskoeffizienten auf, die mit fortschreitender Zeitdauer der Durchströmung kleiner wur-
den und nach ca. sechs Tagen stationäre Werte annahmen. Eine vorhergehende Vakuum-
sättigung der Probekörper hatte keinen Einfluss auf die Dauer dieser Anfangsphase.
Die gemessenen Wasserpermeabilitätskoeffizienten (nach Eintritt der Stationarität)
sind in Tab. 7.2 aufgeführt.
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Tab. 7.2: Gemessene Wasserpermeabilitätskoeffizienten der Zementsteine ZS2-45 und
ZS2-55
k
nD 10−21 m2 10−14 m/s
ZS2-45 3,5± 0,7 3,5± 0,7 3,4± 0,7
ZS2-55 15,2± 1,7 15,0± 1,7 14,7± 1,7
Von dem Zementstein ZS1-45 wurde vom NIST leider kein Permeabilitätskoeffizient
angegeben, so dass für diesen kein experimenteller Wert vorliegt.
Powers hat in [Pow58] einen Zusammenhang zwischen der Kapillarporosität und dem
Wasserpermeabilitätskoeffizienten für Zementsteine angegeben, der in Abb. 7.4 dargestellt
ist.
φ k
[-] 10−21 m2
ZS1-45 0,27 99,5
ZS2-45 0,14 14,3
ZS2-55 0,22 46,8
Abb. 7.4: Zusammenhang zwischen Kapillarporosi-
tät und Wasserpermeabilität für Zementsteine nach
Powers ([Pow58])
Tab. 7.3: Wasserpermeabili-
tätskoeffizienten der verwende-
ten Zementsteine nach Powers
Berechnet man die Kapillarporosität φ nach dem Modell von Powers (Gl. 3.18, S. 62),
so ergeben sich aus Abb. 7.4 die in Tab. 7.3 aufgeführten Permeabilitätskoeffizienten. Der
Vergleich mit den Messwerten in Tab. 7.2 zeigt, dass die nach Powers ermittelten Werte
um das 3- bis 4fache größer sind als die gemessenen. Der Grund für diese Abweichung
liegt vermutlich darin, dass die verwendeten Zementsteine aus einem Feinstzement sind,
wodurch sie nach 28 Tagen Hydratationsgrade weit über 0,9 aufweisen. Aus [Pow58] geht
nicht hervor, welche Hydratationsgrade die Zementsteine besaßen, auf deren Basis der in
Abb. 7.4 dargestellte Zusammenhang bestimmt wurde. Sie lagen aber mit großer Wahr-
scheinlichkeit unter 0,9. Da mit zunehmendem Hydratationsgrad die innere Oberfläche des
Zementsteins zunimmt ([TJA98]), ist bei gleicher Kapillarporosität die Wandrauhigkeit
des Porenraums bei Zementsteinen mit höherem Hydratationsgrad größer als bei solchen
mit niedrigerem. Dies wiederum führt zu kleiner werdenden Wasserpermeabilitätskoeffi-
zienten mit steigendem Hydratationsgrad.
Durch die hohen dreiaxialen Drücke von maximal 40MPa zur Abdichtung der Probe-
körper, erfolgt eine Kompression des Zementsteins und damit auch des Porenraums, wo-
durch der Permeabilitätskoeffizient geringer wird. Die gemessene einaxiale Druckfestigkeit
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beträgt für den Zementstein ZS2-45 102,9± 8,1 N/mm2 und den ZS2-55 76,4 ± 3,8 N/mm2.
Geht man davon aus, dass bei einem dreiaxialen Druck von 40MPa noch ein linear-
elastisches Materialverhalten vorliegt, so ergibt sich die relative Volumenänderung gemäß
ΔV
V
= −κ σ (7.2)
mit der Kompressiblität
κ =
3
E
(1− 2μ). (7.3)
Der gemessene (statische) Elastizitätsmodul sowie die Querdehnzahl betragen für den
ZS2-45 E = 17572± 257 N/mm2 und μ = 0,21 ± 0,01 sowie für den ZS2-55 E = 13420±
114 N/mm2 und μ = 0,20± 0,01. Aus Gl. 7.2 zusammen mit Gl. 7.3 ergeben sich die relati-
ven Volumenänderungen der beiden Zementsteine zu 0,40 (ZS2-45) bzw. 0,54% (ZS2-55).
Der Einfluss solch kleiner Volumenänderungen auf den Permeabilitätskoeffizienten kann
vernachlässigt werden. Die Verformung der Zementsteine aufgrund des Anpressdrucks ist
somit nicht verantwortlich für die Abweichungen zwischen den in dieser Arbeit dargestell-
ten Wasserpermeabilitätskoeffizienten der Zementsteine und den Werten von Powers.
7.2 Wasserdampfdiffusionskoeffizient
7.2.1 Probenherstellung und -vorbereitung
Die Herstellung und die Lagerung der Zementsteinproben für die Messung der Wasser-
dampfdiffusionskoeffizienten erfolgte wie in Kap. 3.3.1 beschrieben mit dem Unterschied,
dass anstelle der Normprismenschalung eine Zylinderschalung (∅ = 50mm, h = 200mm)
verwendet wurde. Nach 28-tägiger versiegelter Lagerung bei 20℃ wurden die Zylinder in
Scheiben mit 5mm Dicke gesägt. Anschließend wurden die so gewonnenen Probekörper
bei 23℃ und 50% relativer Luftfeuchte bis zur Massekonstanz getrocknet. Im Laufe des
Trocknungsprozesses bildeten sich in den Zementsteinproben Schwindrisse. Um dies zu
verhindern, erfolgte die Lagerung in einem Klimaschrank, bei dem die relative Luftfeuch-
te von anfänglich 98% während eines Zeitraums von acht Wochen linear auf 50% gesenkt
wurde. Auch die auf diese Weise getrockneten Proben wiesen Trocknungsschwindrisse auf.
Selbst eine als besonders schonend eingestufte Gefriertrocknung führte nicht zu rissfreien
Zementsteinproben. Aus diesem Grund konnten die Wasserdampfdiffusionskoeffizienten
der Zementsteine ZS2-45 und ZS2-55 nicht gemessen werden.
Die Probekörper des Bentheimer Sandsteins (∅ = 50mm, h = 100mm) wurden mittels
Kernbohrung senkrecht zur Schichtung des Sandsteins gewonnen. Die Bohrkerne wurden
in 20mm dicke Scheiben gesägt und bei 23℃ und 50% relativer Luftfeuchte bis zum
Erreichen der Massekonstanz gelagert.
7.2.2 Messung des Wasserdampfdiffusionskoeffizienten des Bent-
heimer Sandsteins
Die Bestimmung des Wasserdampfdiffusionskoeffzienten des Bentheimer Sandsteins er-
folgte in Anlehnung an die Norm DINEN ISO12572:2001-09. Der Versuchsaufbau ist in
Abb. 7.5 dargestellt.
Mit Hilfe eines Trockenmittels (Silicagel) wurde im Innern des Prüfgefäßes eine relative
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1 Probekörper
2 Dichtband
3 Abdichtungsmasse
4 Trockenmittel (Silicagel)
x1 obere Prüffläche
x2 untere Prüffläche
d Dicke des Probekörpers
Abb. 7.5: Versuchsaufbau zur Bestimmung des Wasserdampfdiffusionskoeffizienten
Luftfeuchte von ca. 0% und durch Einbringen der Prüfanordnung in einen Klimaschrank
außerhalb des Gefäßes eine relative Luftfeuchte von 50% eingestellt. Diese wurde be-
wusst niedrig gewählt, um eine Oberflächendiffusion auszuschließen (vgl. Kap. 6.5). Die
Temperatur betrug während des Versuchs 23℃.
Von dem Zementstein ZS1-45, dessen μCT-Datensatz aus [VCD] entnommen wurde,
lag kein experimenteller Wert vor. Gleiches gilt für den Fontainebleau Sandstein.
In Tab. 7.4 ist der gemessene Wert des Wasserdampfdiffusionskoeffizienten des Benthei-
mer Sandsteins dargestellt. Die Messung erfolgte dabei senkrecht zur Schichtung des Sand-
steins.
Tab. 7.4: Gemessener Wasserdampfdiffusionskoeffizient des Bentheimer Sandsteins (senk-
recht zur Schichtung)
D
10−7 m2/s
Bentheimer 6,5± 0,2
7.3 Wasseraufnahmekoeffizient
7.3.1 Probenherstellung und -vorbereitung
Die Herstellung und Vorbereitung der Probekörper der Zement- und Sandsteine zur Mes-
sung der Wasseraufnahme- und Wassereindringkoeffizienten erfolgte analog den Ausfüh-
rungen in Kap. 7.2.1, jedoch ohne ein anschließendes Sägen der Proben in Scheiben. Auf-
grund der dort bereits beschriebenen Schwindrissproblematik war die erforderliche Trock-
nung der Probekörper der Zementsteine ZS2-45 und ZS2-55 nicht rissfrei möglich. Aus
diesem Grund konnten die Wasseraufnahmekoeffizienten der Zementsteine nicht gemessen
werden.
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7.3.2 Messung des Wasseraufnahmekoeffizienten des Bentheimer
Sandsteins
Die Messung des Wasseraufnahmekoeffizienten des Bentheimer Sandsteins erfolgte auf
Grundlage der Norm DINEN ISO15148:2003-03. Abb. 7.6 zeigt den prinzipiellen Ver-
suchsaufbau.
1
2
3
1 Gitter mit Auflast gegen
Probenauftrieb
2 Probekörper
3 Wasserspiegel
Abb. 7.6: Versuchsaufbau zur Bestimmung der kapillaren Wasseraufnahme
Der Wasseraufnahmekoeffizient AW ergibt sich aus
mW = AW ·
√
t, (7.4)
wobei mW die pro Flächeneinheit der Saugfläche aufgenommene Wassermasse ist. Der
Wassereindringkoeffizient EW folgt aus
h = EW ·
√
t (7.5)
mit der Eindringtiefe h des Wassers.
Von dem Zementstein ZS1-45 sowie dem Fontainebleau Sandstein lagen keine expe-
rimentellen Werte vor. Tab. 7.5 zeigt die senkrecht zur Schichtung des Bentheimer Sand-
steins gemessenen Wasseraufnahme- und Wassereindringkoeffizienten.
Tab. 7.5: Gemessener Wasseraufnahme- und Wassereindringkoeffizient des Bentheimer
Sandsteins (senkrecht zur Schichtung)
AW EW
kg/m2·√h m/√h
Bentheimer 34± 4 0,23± 0,03
Kapitel 8
Simulation des Feuchtetransports
Die Grundidee des verwendeten Modells zur Simulation des Feuchtetransports besteht dar-
in, den Porenraum des porösen Mediums durch ein dreidimensionales Transportnetzwerk
aus kreiszylindrischen Röhren darzustellen, welches die gleichen Transporteigenschaften
besitzt. Die eigentliche Berechnung der Feuchtetransportkoeffizienten erfolgt anschließend
anhand dieses Netzwerks mit Finite-Elemente-Methoden.
Nachfolgend wird das Verfahren zur Generierung des Transportnetzwerks sowie die
Simulation der Feuchtetransportprozesse Permeation, Diffusion und kapillare Wasserauf-
nahme beschrieben. Zur Validierung des Modells werden die erhaltenen Feuchtetransport-
koeffizienten mit experimentellen Werten verglichen.
8.1 Verkleinerung des Auflösungsmaßstabs
Sowohl die computertomografischen Aufnahmen als auch die simulierten Mikrostrukturen
des Zementsteins weisen eine Auflösung von ca. 1 μm/Voxel auf. Ein signifikanter Anteil des
Porenraums kann somit nicht abgebildet werden. In Abb. 8.1 sind beispielhaft die Intrusi-
onskurven (inkrementelle und kumulative) der Quecksilberdruckporosimetrie des Zement-
steins ZS2-45 abgebildet. Die Kurve der inkrementellen Intrusion weist ein ausgeprägtes
Maximum auf. Der an dieser Stelle vorherrschende Porenradius kann als Grenzradius rg
Abb. 8.1: Ergebnis der Quecksilber-
druckporosimetrie des Zementsteins ZS2-
45
Abb. 8.2: log(V (r))–log(r)-Plot der ku-
mulativen Quecksilberintrusionskurve des
Zementsteins ZS2-45
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für die Perkolation des Porenraums aufgefasst werden [KT86]. Poren, deren Radius kleiner
oder gleich diesem Grenzradius ist, bilden ein zusammenhängendes Netzwerk. Umgekehrt
sind Poren mit einem größeren Radius nicht unmittelbar miteinander verbunden, sondern
durch Porenkanäle mit r ≤ rg, die als den Feuchtetransport beschränkende „Flaschen-
hälse“ wirken. Der Grenzradius für die betrachteten Zementsteine liegt im Bereich von 10
bis 30 nm. In Abb. 8.2 ist ein log(V (r))–log(r)-Graph der kumulativen Intrusionskurve des
Zementsteins ZS2-45 dargestellt. Lineare Abschnitte der Kurve stellen Bereiche mit glei-
cher Fraktaler Dimension (Box-Counting-Dimension, vgl. Kap. 5.2) dar ([AAGI92]). Die
eingezeichnete Gerade verdeutlicht den linearen Abschnitt im Bereich des Grenzradius.
Ihre Steigung, d. h. die Fraktale Dimension, beträgt 2,14. Dieser Wert stimmt gut mit der
in Kap. 5.2 berechneten Box-Counting-Dimension des Porenraums des μCT-Datensatzes
für diesen Zementstein von 2,12 überein (vgl. Tab. 5.1, S. 86). Aufgrund der Selbstähnlich-
keit mit fast übereinstimmender Fraktaler Dimension zwischen der mikrotomografischen
Aufnahme und dem realen Zementstein im Bereich des Grenzradius wurde für die Simu-
lation des Feuchtetransports der Auflösungsmaßstab des μCT-Datensatzes von 1 μm/Voxel
auf 20 (≈ rg) nm/Voxel verändert. Die kleinsten Porenradien betragen dann 10 nm und die
größten liegen bei 70 nm (= 3,5·20, vgl. Abb. 5.10a, S. 90), der oberen Grenze des linearen
Bereichs in Abb. 8.2.
Poren mit Radien kleiner als 10 nm liefern keinen signifikanten Beitrag zu den in
dieser Arbeit betrachteten Feuchtetransportprozessen. Die Diffusion findet im Gegensatz
zu den anderen Transportprozessen bis hin zu Porenradien im Nanometerbereich statt.
In Poren mit Radien kleiner als 20 nm herrscht nach Kap. 6.4 bereits Effusion vor. Der
in Sand- bzw. Zementsteinen auftretende Feuchtestrom aufgrund von Effusion ist unter
Standardbedingungen (T = 25℃, p = 1013,25mbar) gegenüber der Diffusion in den
größeren Poren vernachlässigbar. Andererseits bilden Poren mit Radien größer als der
Grenzradius, wie bereits dargelegt, keine durchgängigen Porenkanäle. Das abgebildete
Porenspektrum mit Radien von 10 bis 70 nm stellt deshalb für den Zementstein ZS2-45
den feuchtetransportrelevanten Bereich dar.
Da die Grenzradien für die anderen Zementsteine in der gleichen Größenordnung liegen
und um eine Vergleichbarkeit der Simulationsergebnisse zu gewährleisten, wurden die
Auflösungsmaßstäbe aller Zementsteinmikrostrukturen auf 20 nm/Voxel festgelegt.
Die Veränderung des Auflösungsmaßstabs beeinflusst nur die Simulation der Feuchte-
transportprozesse Permeation und kapillares Saugen. Der Diffusionskoeffizient ist davon
unabhängig, wie in Kap. 8.6 gezeigt wird. Der Vergleich der simulierten Wasserdampfdif-
fusionskoeffizienten mit experimentellen Werten stellt deshalb eine maßstabsunabhängige
Validierung der generierten Transportnetzwerke dar.
8.2 Generierung des Feuchtetransportnetzwerks
Ausgangspunkt zur Generierung des Feuchtetransportnetzwerks ist die Bestimmung der
Medialen Achse des Porenraums der betrachteten Zementstein- und Sandsteinmikrostruk-
turen mit dem in Kap. 4.2 beschriebenen Verfahren. Im Regelfall enthält der Porenraum
isolierte Poren, die nicht mit einer der sechs Randflächen des Rechenvolumens verbun-
den sind sowie Sackporen. Während letztere bei der kapillaren Wasseraufnahme sowie
der Wasserspeicherung und -weiterverteilung eine Rolle spielen können, liefern sie keinen
Beitrag im Fall der Permeation bzw. Diffusion. Isolierte Poren üben auf keinen der drei
Transportprozesse einen Einfluss aus. Aus diesem Grund werden die Äste der Medialen
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Achse, die den nicht transportrelevanten Porenarten entsprechen, entfernt. Bei den isolier-
ten Ästen erfolgt dies mit dem gleichen Verfahren, welches bereits zum Entfernen isolierter
Feststoffcluster in Kap. 4.1.2 angewendet wurde. Die Sackgassenäste der Medialen Achse
werden dadurch beseitigt, dass sukzessive alle Voxel p gelöscht werden, die nicht auf einer
Berandungsfläche des Rechenvolmens liegen und höchstens einen 26-Nachbarn besitzen
(|N∗26(p)| ≤ 1, vgl. Kap. 4.2). Danach bleiben jedoch ein Voxel große Stücke der Sack-
gassenäste übrig (Abb. 8.3). Diese werden anschließend durch wiederholtes Anwenden des
Thinning-Algorithmus entfernt, bis sich die Mediale Achse nicht mehr verändert.
1
2
Abb. 8.3: Entfernung der Sackgassenäste der Medialen Achse. Das mit „1“ gekennzeich-
nete Voxel wird gelöscht, da es nur einen 26-Nachbarn hat. Voxel „2“ hat nach Löschung
von „1“ noch drei Nachbarn und wird somit nicht gelöscht. Seine Entfernung erfolgt durch
nochmalige Anwendung des Thinning-Algorithmus.
In Abb. 8.4 ist als Beispiel die Mediale Achse eines Ausschnitts des μCT-Datensatzes
des Zementsteins ZS1-45 mit einer Kantenlänge von 128μm vor und nach dem Löschen
der isolierten Äste und Sackgassen-Äste dargestellt.
(a) (b)
Abb. 8.4: Mediale Achse des Zementsteins ZS1-45 (Ausschnitt mit einer Kantenlänge
von 128μm) (a) vor und (b) nach dem Löschen der isolierten Äste und Sackgassen-Äste.
Nach dem „Trimmen“ der Medialen Achse erfolgt die Generierung des Feuchtetrans-
portnetzwerks wie in [KHB06] beschrieben: Zunächst werden alle Verzweigungspunkte des
Mediale-Achse-Geflechts, d. h. alle Voxel, welche die Definition 4.4 in Kap. 4.3 für einen
Knotenpunkt erfüllen, identifiziert. Diese Knotenpunkte stellen auch im Transportnetz-
werk Verzweigungspunkte dar: In ihnen beginnen oder enden drei oder mehr Röhren.
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Mediale Achse Voxel, die auf einer der sechs Randflächen des Rechenvolumens liegen und
genau einen 26-Nachbarn besitzen, sind ebenfalls Start- und Endpunkte von Röhren und
werden nachfolgend auch als Knotenpunkte bezeichnet. Für jeden Knotenpunkt k wird
die Anzahl n der Mediale Achse Voxel in der N∗26(k)-Nachbarschaft ermittelt. n ist gleich
der Anzahl Röhren, die sich in k treffen. Mit A sei die Menge der Mediale Achse Voxel
bezeichnet. Somit gilt n = |N∗26(k) ∩ A| und für jedes Voxel v ∈ N∗26(k) ∩ A beginnt eine
neue Röhre in k. Jede Röhre wird repräsentiert durch eine Liste der Voxel aus denen sie
besteht sowie zwei Knotenpunkte, die Beginn und Ende markieren. Sei v1 ∈ N∗26(k)∩A. k
und v1 sind damit die ersten beiden Voxel einer Röhre t1. Sie werden in die Voxelliste von
t1 eingefügt und mit einem Kennzeichen „burned“ markiert. B sei die Menge der Voxel
mit diesem Kennzeichen. Es folgt die Untersuchung von N∗26(v1) ∩ (A\B). Sofern v1 kein
Knotenpunkt ist, besteht diese Menge aus genau einem Voxel v2. Dieses wird ebenfalls zur
Voxelliste von t1 hinzugefügt und als „burned“ gekennzeichnet. Anschließend wird das Ver-
fahren für N∗26(v2)∩ (A\B) fortgesetzt usw. bis das neu gefundene Voxel ein Knotenpunkt
ist. Der Knotenpunkt wird zusätzlich zu k in der Knotenpunktliste von t1 gespeichert
und die Röhre endet in diesem Punkt. Danach beginnt der Ablauf wieder von Neuem mit
dem Knotenpunkt k und einem weiteren, noch unmarkierten, Voxel aus N∗26(k)∩B\A bis
alle Röhren, die sich in k treffen, generiert sind. Dieser Algorithmus wird für alle Kno-
tenpunkte wiederholt. Die „burned“ Kennzeichnung des Anfangsvoxels k (Knoten) einer
Röhre wird aufgehoben, sobald im weiteren Verlauf ein Röhrenvoxel v erreicht wird, für
das gilt k /∈ N∗26(v). Die Markierung der Knotenpunkte am Ende der Röhren, die mindes-
tens drei Voxel lang sind, wird ebenfalls aufgehoben. Dies ist notwendig, damit Maschen
der Medialen Achse, wie in Abb. 8.5 dargestellt, auch im Transportnetzwerk geschlossen
werden. Die Aufhebung der „burned“ Kennzeichnung des Endvoxels einer Röhre erfolgt
nur, wenn diese mindestens drei Voxel lang ist. Andernfalls würden bei der in Abb. 8.6
dargestellten Medialen Achse, die nur aus Knotenpunkten besteht, die meisten Röhren
doppelt erzeugt.
Der beschriebene Algorithmus erzeugt ein Netzwerk mit einer minimalen Anzahl Röh-
Abb. 8.5: Die „burned“ Kennzeichnung
eines Startvoxels k (Knotenpunkt) einer
Röhre wird aufgehoben, sobald das neu
zu untersuchende Voxel außerhalb von
N∗26(k) liegt, andernfalls würden einige
Verbindungen zu den Knotenpunkten im
Netzwerk fehlen. Hellgrau dargestellt sind
Verbindungspunkte, dunkelgrau Knoten-
punkte; die schwarzen Linien sind die ent-
prechenden Röhren.
Abb. 8.6: Die „burned“ Markierung der
Endpunkte der Röhren wird nur aufgeho-
ben, sofern die Röhren mindestens drei
Voxel lang sind. Andernfalls würden in
dem abgebildeten Beispiel viele Röhren
doppelt erzeugt.
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ren: Wenn zwei oder mehr Knotenpunkte 6-benachbart sind, stehen die angrenzenden
Voxel nur über die Röhren von einem Knotenpunkt zu dem anderen miteinander in Ver-
bindung (Abb. 8.7).
Abb. 8.7: Minimale Röhrenanzahl im Transportnetzwerk. Die gestrichelte Linie zeigt
eine Verbindung, die nicht in eine Röhre konvertiert wird.
Bisher wurde die Konvertierung der Medialen Achse in ein Transportnetzwerk beschrie-
ben. Jeder Röhre muss jedoch noch ein Radius zugewiesen werden. Die Radien werden
durch die Anforderung festgelegt, dass die Transporteigenschaften der einzelnen Röhren
derjenigen der ursprünglichen Porenkanäle entsprechen sollen. Da jede Röhre durch die
Mediale Achse Voxel, aus denen sie besteht, repäsentiert wird, kann sie als eine Serien-
schaltung von ein Voxel langen Röhren aufgefasst werden. Jedes Voxel wird dabei selbst
als ein kurzes Rohrstück betrachtet. In Kap. 5.3 wurde erläutert, wie jedem Voxel der
Medialen Achse ein (lokaler) Porenradius zugeordnet werden kann. Im Fall der Feuch-
tetransportprozesse Diffusion und kapillare Wasseraufnahme entspricht der Radius jedes
Teilstücks diesem lokalen Porenradius. Der Radius einer von Knoten k1 nach Knoten k2
verlaufenden Röhre t ergibt sich dann aus der Bedingung, dass t die gleichen Transport-
eigenschaften aufweisen soll, wie die entsprechende Serienschaltung der ein Voxel langen
Röhren zwischen k1 und k2. In Abb. 8.8 ist als Beispiel das aus der Medialen Achse des
Zementsteins ZS1-45 resultierende Feuchtetransportnetzwerk dargestellt.
(a) Mediale Achse (b) Feuchtetransportnetzwerk
Abb. 8.8: Umwandlung der Medialen Achse des Zementsteins ZS1-45 (Ausschnitt mit
einer Kantenlänge von 128μm) in ein Feuchtetransportnetzwerk
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Bei der Permeation geht in die entsprechenden Transportgleichungen der hydraulische
Radius ein. In diesem Fall wird den Voxeln der Medialen Achse anstelle des lokalen Po-
renradius ein lokaler hydraulischer Radius zugewiesen. Im nachfolgenden Abschnitt wird
die Berechnung des hydraulischen Radius erläutert.
8.3 Bestimmung des lokalen hydraulischen Radius
Der hydraulische Radius eines Porenkanals am Ort des Medialen Achse Voxels v0 beträgt
rh(v0) = 2
A(v0)
U(v0)
(8.1)
mit A(v0) dem Flächeninhalt und U(v0) dem Umfang der Querschnittsfläche des Poren-
kanals senkrecht zur Medialen Achse in v0 (Abb. 8.9).
Porenwandung
Tangente
Mediale Achse
v-
v0
v+
A
U
Querschnittsfläche
senkrecht zur
Medialen Achse in v0
ki
kj v0
Abb. 8.9: Bestimmung des hydraulischen Radius
Die Querschnittsfläche senkrecht zur Medialen Achse im Voxel v0 ergibt sich aus den
Koordinaten dreier aufeinander folgender Mediale Achse Voxel v− = (x−, y−, z−), v0 =
(x0, y0, z0) und v+ = (x+, y+, z+) gemäß der Ebenengleichung
(x+ − x−) · (x− x0) + (y+ − y−) · (y − y0) + (z+ − z−) · (z − z0) = 0. (8.2)
Im vorhergehenden Kapitel wurde dargelegt, dass die einzelnen Röhren des erzeugten
Netzwerks repräsentiert werden durch die Mediale Achse Voxel aus denen sie bestehen
und zwei Knotenpunkte, die Anfang und Ende markieren. Die Voxel zwischen den Kno-
tenpunkten besitzen vorhergehende und nachfolgende Voxel, so dass auf sie Gl. 8.2 an-
gewendet werden kann. Der hydraulische Radius des Porenraums in den Knotenpunkten
wird gleich dem dort vorherrschenden lokalen Porenradius (vgl. Kap. 5.3) gesetzt.
Zur Ermittlung des hydraulischen Radius könnte die Schnittlinie der Ebenengleichung
der betrachteten Querschnittsfläche mit der Porenwandung berechnet werden. Aus den
Koordinaten von ausgewählten Punkten dieser Schnittlinie lassen sich Flächeninhalt und
Umfang und damit der hydraulische Radius der Querschnittsfläche berechnen. Die Bestim-
mung der Schnittlinie erfordert jedoch eine Gleichung zur Beschreibung der Porenwandung
bzw. die Ebenengleichungen der Randflächen der Voxel entlang der Porenwandung. Der
Rechenaufwand zur Ermittlung des hydraulischen Radius auf diese Weise ist jedoch zu
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groß. Vom Standpunkt der Rechenzeit erscheint lediglich eine Bestimmung aufgrund von
„Voxelzählungen“ als praktikabel.
Infolge der Diskretisierung ist Gl. 8.2 zu restriktiv. In Abb. 8.10 ist die Porenquer-
schnittsfläche senkrecht zu der aus den drei grauen Voxeln bestehenden Medialen Achse
dargestellt. Die abgebildeten Zahlen sind Ergebnisse der linken Seite von Gl. 8.2. Sofern
zusätzlich zu 0 nicht auch 1 als Lösung zugelassen wird, ist die Querschnittfläche nicht
geschlossen, sondern weist Löcher auf.
1
0
1
0
1
0
1
0
1
0
Abb. 8.10: Diskretisierte Porenquerschnittsfläche. Dargestellt ist die Porenquerschnitts-
fläche senkrecht zu der durch die grauen Voxel gebildete Medialen Achse. Die abgedruckten
Zahlen sind die Lösungen der Ebenengleichung für die Ortskoordinaten der Voxel, in de-
nen die Zahlen stehen. Falls nicht zusätzlich zu 0 auch 1 als Lösung zugelassen wird, ist
die Querschnittsfläche nicht geschlossen.
Um den hydraulischen Radius senkrecht zur Medialen Achse im Voxel v0 zu bestim-
men, wird dieses zunächst in einer dynamischen Liste L gespeichert1. Anschließend wird
jedes Porenvoxel in N∗26(v0) (vgl. Kap. 4.2), dessen Koordinaten Gl. 8.2 erfüllen (0 oder
1 ergeben), an das Ende der Liste angefügt. Beim Durchwandern von L wird die 26-
Nachbarschaft jedes in L enthaltenen Voxels untersucht und, sofern sich darin Porenvoxel
befinden, welche Gl. 8.2 genügen, werden diese an das Ende von L angehängt. Damit
keine Voxel mehrfach in L gespeichert werden, erfolgt eine Kennzeichnung der bereits
eingefügten Voxel. Ein Zähler z registriert die gespeicherten Voxel. Befindet sich in der
18-Nachbarschaft des Voxels v0 kein Feststoffvoxel, wird es wieder aus L gelöscht, sobald
alle entsprechenden Voxel aus N∗26(v0) in L eingefügt sind. Am Ende des Algorithmus
enthält L alle Porenvoxel am Rand der Querschnittsfläche des Porenkanals senkrecht zur
Medialen Achse durch v0. z gibt die Anzahl Porenvoxel wieder, die auf dieser Querschnitts-
fläche liegen, und z multipliziert mit dem Quadrat der Kantenlänge eines Voxels liefert
eine Abschätzung des Flächeninhalts A(v0) der Querschnittsfläche. Zur Bestimmung ihres
Umfangs U(v0) existieren mehrere Möglichkeiten: Die Anzahl der Voxel in L, die Anzahl
der zu den Voxeln in L benachbarten Feststoffvoxel (wobei festgelegt werden müßte welche
der drei Nachbarschaften N6, N18 oder N26 herangezogen wird) oder die Aufsummierung
der Randflächen der Porenvoxel an der Grenze Feststoff–Porenraum der Querschnittflä-
che, jeweils multipliziert mit der Kantenlänge eines Voxels. In Abb. 8.11 sind anhand
1In Wirklichkeit werden nicht die Voxel selbst, sondern Zeiger auf sie gespeichert.
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zweier Beispiele drei mögliche Arten einer Umfangbestimmung dargestellt. Die intuitivs-
te und genaueste Bestimmungsart ist die Drittgenannte: Die Umfangbestimmung durch
die Aufsummierung der Grenzflächen zwischen Feststoff- und Porenraum der Porenvoxel
am Rand der Querschnittsfläche, dessen Umfang bestimmt werden soll. Diese Methode
ist leider programmiertechnisch am schwierigsten umzusetzen. Der erste Schritt besteht
darin die Feststoffvoxel zu bestimmen, deren Seitenflächen Bestandteil des Umfangs der
Querschnittsfläche sind. Bei den beiden in Abb. 8.11 dargestellten Beispielen sind dies die
grau markierten Randvoxel in Abb. 8.11a.
5
4 6
3 7
2 8
1
U = 8, rh = 1,25
4 5
3 6
2 7
81
U = 8, rh = 1,00
(a) N6
7 8 9
5 6 10 11
4 12
3 2 14 13
1 16 5
U = 16, rh = 0,625
4 5 6 7
3 8
2 9
1 12 11 10
U = 8, rh = 1,25
(b) N18
1
2
34
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7
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1112
U = 12, rh = 0,83
4 5
3 6
2 7
81
U = 8, rh = 1,00
(c) Anzahl Randflächen
Abb. 8.11: Unterschiedliche Arten der Umfangbestimmung einer Porenquerschnittsfläche
Nur die 6- oder 18-benachbarten Feststoffvoxel der Voxel der Porenquerschnittsfläche bei
der Umfangbestimmung zu berücksichtigen genügt jedoch nur, wenn alle Voxel der Quer-
schnittsfläche in einer Ebene liegen, nicht jedoch im allgemeinen Fall, wie beispielsweise
die beiden Voxel ganz links in Abb. 8.12a zeigen. Dieses Beispiel verdeutlicht, dass we-
der die 6- noch die 18-Nachbarschaft pauschal zur Festlegung der Feststoffvoxel für die
Umfangbestimmung geeignet sind. Vielmehr spielt die lokale Konfiguration der Feststoff-
und Porenraumvoxel eine Rolle. Auch müssen Sonderfälle, wie die Begrenzung einer Quer-
schnittsfläche durch das Rechenvolumen (Abb. 8.12b) berücksichtigt werden.
Sind alle Feststoffvoxel, die in die Umfangermittlung eingehen, identifiziert, so kann die
Berechnung des Umfangs erfolgen. Dies geschieht durch Abzählen der Voxel. Je nachdem
wie viele Randflächen eines Voxels den Porenquerschnitt begrenzen, ist eine mehrfache
Zählung notwendig. In Abb. 8.13 sind die umrandenden Feststoffvoxel des Querschnitts
aus Abb. 8.12a im Aufriss dargestellt. Die Zahlen geben an, wie oft das entsprechende
Voxel gezählt werden muss.
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(a) (b)
Abb. 8.12: Beispiele von Porenquerschnittsflächen. Schwarz markiert ist das Mediale
Achse Voxel, hellgrau Porenvoxel und dunkelgrau Feststoffvoxel entlang der Grenzfläche
Feststoff–Porenraum. Dass es sich bei den dargestellten Querschnitten wirklich um Flä-
chen handelt zeigt ihre seitliche Darstellung. Bei (b) wird die Querschnittsfläche unten
rechts durch das Rechenvolumen begrenzt, weshalb auf diesem Teilstück die hellgrauen
und die dunkelgrauen Voxel identisch sind.
2× 2×
2×
3×
2×
2×
Abb. 8.13: Mehrfache Zählung von Voxeln bei der Umfangbestimmung von Porenquer-
schnittsflächen. Als Beispiel dient der Porenquerschnitt aus Abb. 8.12a. Die Zahlen geben
an, wie oft die Voxel gezählt werden. Für den Umfang ergibt sich U = 30.
8.4 Überprüfung des Transportnetzwerks in einer 3D-
Großbildprojektionsanlage
Die visuelle Überprüfung des generierten dreidimensionalen Feuchtetransportnetzwerks ist
an einem herkömmlichen Computerbildschirm nur bedingt möglich. Besser geeignet sind
dreidimensionale Darstellungen. Die Forschungsgruppe „Virtuelle Realität“ der RWTH
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Aachen verfügt über eine 3D-Großbildprojektionsanlage (CAVE)1, in der die Mikrostruk-
turdatensätze und die resultierenden Transportnetzwerke interaktiv visualisiert werden
können (Abb. 8.14). Der dreidimensionale Eindruck entsteht durch die Art der Projektion
auf die vier Seitenwände und die Bodenfläche des Projektionsraums sowie die Verwen-
dung einer speziellen Polarisationsbrille. Mit Hilfe eines Joysticks kann die dargestellte
3D-Struktur gedreht, verkleinert oder vergrößert werden. Auch kann die Transparenz der
verschiedenen Komponenten der Mikrostruktur verändert werden, so dass eine Betrach-
tung des Inneren der Volumen möglich wird.
Mit Hilfe der CAVE war es möglich zu kontrollieren, ob die Mediale Achse des Poren-
raums korrekt ermittelt wurde, und die Konvertierung in ein Transportnetzwerk fehlerfrei
erfolgte.
1Der Begriff „CAVE“ ist ein rekursives Akronym für Automatic Virtual Environment.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
Abb. 8.14: Interaktive dreidimensionale Visualisierung der Mikrostrukturdatensätze, der
Medialen Achsen und der Transportnetzwerke in einer 3D-Großbildprojektionsanlage
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8.5 Simulation der Wasserpermeation
8.5.1 FE-Modell
Zur Simulation der Wasserpermeation mit Finite-Elemente-Methoden wird jede Röh-
re des generierten Feuchtetransportnetzwerks (vgl. Kap. 8.2) durch ein eindimensionales
Fluidelement repräsentiert. Die darin stattfindende Strömung genügt der Bernoulli-
Gleichung Gl. 6.63, d. h., für ein Fluidleitungselement von Knoten i nach Knoten j gilt:
zi +
pi
 g
+
v2i
2g
= zj +
pj
g
+
v2j
2g
+ cl
v2m
2g
. (8.3)
Aus der Kontinuitätsbedingung Gl. 6.17 folgt, dass die Fluidgeschwindigkeiten in den Kno-
ten i und j gleich der mittleren Geschwindigkeit vm in der Röhre sind
vi = vj = vm ≡ vij . (8.4)
Die geodätischen Höhen zi und zj sind klein gegenüber den anderen Termen in Gl. 8.3, so
dass sie vernachlässigt werden können. Die resultierende Massenstromdichte ergibt sich
damit zu
jij ≡ ρ vij =
√
2
cl(pi − pj) · (pi − pj), (8.5)
woraus für den Massenstrom folgt:
Qij ≡ jij Aij = Aij
√
2
cl(pi − pj) · (pi − pj) ≡ σij ·Δpij (8.6)
mit
cl ≡ λLij
Dij
+ ζ (8.7)
(vgl. Gl. 6.62),
σij ≡ Aij
√
2
cl Δpij
(8.8)
der Leitfähigkeit der Röhre, Lij der Länge des Fluidelements, Dij sein Durchmesser und
Δpij ≡ pi − pj die aufgebrachte Druckdifferenz. Die für ζ = 0 vorhandene Abhängigkeit
der Leitfähigkeit σij von
√
Δpij resultiert in einer nichtlinearen Berechnung. Bei laminarer
Strömung in der Röhre ist der Widerstandsbeiwert λ gegeben durch Gl. 6.60
λ ≡ 64
Re
mit der Reynolds-Zahl (Gl. 6.59)
Re ≡ Qij ·Dij
η Aij
. (8.9)
Wie in Kap. 8.2 beschrieben wurde, kann jede Röhre des Feuchtetransportnetzwerks
aufgefasst werden als eine Serienschaltung von ein Voxel langen Röhren, entsprechend
der Mediale Achse Voxel, durch welche die Röhre gebildet wird. Der Durchmesser der
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Röhre wird so gewählt, dass ihre Leitfähigkeit derjenigen der Serienschaltung für ζ = 0
entspricht. Gl. 8.7 zusammen mit Gl. 8.5.1 und Gl. 8.9 in Gl. 8.6 eingesetzt, ergibt in diesem
Fall
σij =
πD4ij
128 · ν · Lij , (8.10)
wobei ν = η/ die kinematische Viskosität des Fluids ist. Bei laminarer Strömung und
ζ = 0 ist die FE-Berechnung somit linear. Im Fall einer Serienschaltung ist der Kehr-
wert der Leitfähigkeit der Röhre gleich der Summe der Kehrwerte der Leitfähigkeiten der
Einzelröhren, d. h.,
1
σij
=
128 · ν · Lij
πD4ij
=
∑
n
1
σn
=
∑
n
128 · ν · Ln
π D4n
, (8.11)
wobei die Summation über alle Mediale Achse Voxel erfolgt, aus welchen die Röhre gebildet
wird. Ln ist die Länge des Voxels n und Dn = 2 rn der hydraulische Durchmesser des
Porenkanals an der Stelle n (vgl. Kap. 8.3). Aus Gl. 8.11 folgt für den Durchmesser Dij
der Röhre
Dij = 4
√√√√√ Lij∑
n
Ln
D4n
. (8.12)
Unter Verwendung des Gesetzes von Darcy Gl. 6.64 ergibt sich der Massenstrom durch
das poröse Medium zu
Q = j · A = k · A
ν
· Δp
L
=
∑
j ∈Aaus
Qij , (8.13)
wobei A die durchströmte Querschnittsfläche und L die durchströmte Länge des Medi-
ums sind. Die Summation erfolgt über alle Röhren, welche die Austrittsfläche Aaus des
Rechenvolumens durchqueren, mit Qij gemäß Gl. 8.6.
Zur FE-Simulation der Permeation wurde zwischen Eintritts- und Austrittsfläche eine
willkürliche Druckdifferenz Δp = 1.0 bar aufgebracht. In den Knoten der Fluidelemente,
die in Kontakt mit Feststoff sind, findet keine Strömung statt. Aus Gl. 8.13 folgt für den
Permeabilitätskoeffizienten k
k =
ν L
AΔp
∑
j ∈Aaus
Qij . (8.14)
Die kinematische Viskosität des Wassers wurde mit ν = 10−6 m2/s angesetzt (für T =
20℃).
In Abb. 8.15 ist am Beispiel des Zementsteins ZS1-45 in (a) das Transportnetzwerk
nach Einlesen in das FEM-Programm ANSYS dargestellt. (b) zeigt die sich einstellende
Druckverteilung für eine Druckdifferenz zwischen Ein- und Austrittsfläche von Δp =
1,0 bar und (c) die daraus resultierenden Massenströme in den einzelnen Fluidelementen.
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Abb. 8.15: FEM-Simulation der Wasserpermeation des Zementsteins ZS1-45 (Kanten-
länge 256μm). (a) Radienverteilung des Transportnetzwerks, (b) Druckverteilung und (c)
resultierende Massenströme in den Röhren.
8.5.2 Ergebnisse
Zur Simulation der Permeation des Fontainebleau und des Bentheimer Sandsteins wur-
de der Verlustbeiwert ζ = 0 angenommen (vgl. Gl. 8.7). Tab. 8.1 zeigt die simulierten
Wasserpermeabilitätskoeffizienten beider Sandsteine. Aufgrund der Schichtung der Sand-
steine ergeben sich für die x-, y- und z-Richtung unterschiedliche Werte (die x-Richtung
ist senkrecht zur Schichtung). Aus diesem Grund ist kein Mittelwert aller drei Richtungen
angegeben. Zum Vergleich sind die experimentellen Werte aus Kap. 7.1.2 nochmals abge-
bildet. Die x-Richtung stimmt mit der Durchströmungsrichtung während der experimen-
tellen Bestimmung des Wasserpermeabilitätskoeffizienten überein, weshalb die Messwerte
mit den Simulationsergebnissen für die x-Richtung zu vergleichen sind.
Manwart et Al. hat in [MAK+02] den Wasserpermeabilitätskoeffizienten des Fon-
tainebleau Sandsteins mit zwei verschiedenen numerischen Verfahren (Finite-Differenzen
und Lattice-Boltzmann) simuliert. Grundlage war der gleiche μCT-Datensatz, wie der
in dieser Arbeit verwendete, so dass ein direkter Vergleich der Ergebnisse möglich ist.
Die simulierten Werte des Permeabilitätskoeffizienten des Fontainebleau Sandsteins aus
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Tab. 8.1: Simulierte Wasserpermeabilitätskoeffi-
zienten der verwendeten Sandsteine
Tab. 8.2: Simulierte Wasser-
permeabilitätskoeffizienten des
Fontainebleau Sandsteins nach
[MAK+02]
k
Simulation Experiment
Richtung
x y z
10−12 m2
Bentheimer 2,6 1,7 1,7 2,4± 0,5a
Fontainebleau 1,3 1,1 1,2 1,3
aMesswert für Durchströmung in x-Richtung
k
Fontainebleau
Richtung
x y z
10−12 m2
FDa 0,91 0,69 0,79
LBb 0,81 0,62 0,69
aFinite-Differenzen
bLattice-Boltzmann
[MAK+02] zeigt Tab. 8.2.
Im Gegensatz zu den Sandsteinen weisen die Zementsteine durch ihre große innere
Oberfläche von bis zu 200m2/g eine starke Wechselwirkung mit Wasser auf. Zementstein
schwindet beim Trocknen und quillt bei der Wasseraufnahme. Beim Quellen wird der
zum Wassertransport zur Verfügung stehende Porenraum eingeengt, so dass der Per-
meabilitätskoeffizient kleiner wird. In [Ruc04] wird in dem Zusammenhang von „inne-
rer Selbstabdichtung“ gesprochen. Die Berücksichtigung dieses Effekts erfolgt mit Hilfe
des Verlustbeiwerts ζ (Gl. 8.7). Dieser wurde so gewählt, dass der simulierte Wert des
Wasserpermeabilitaetskoeffizienten des Zementsteins ZS2-45 möglichst gut mit dem ex-
perimentellen übereinstimmt. Der auf diese Weise bestimmte Wert des Verlustbeiwerts
wurde anschließend auch für die anderen Zementsteine verwendet. Die berechneten Was-
serpermeabilitätskoeffizienten der Zementsteine können Tab. 8.3 entnommen werden. Die
unterschiedlichen Wasserpermeabilitätskoeffizienten der beiden Zementsteine ZS1-45 und
ZS2-45 resultieren aus den unterschiedlichen Hydratationsgraden und damit verbunden
Tab. 8.3: Simulierte Werte des Wasserpermeabilitätskoeffizienten der Zementsteine ZS1
und ZS2
k
Simulation Experiment
μCT CEMHYD3D
Richtung Richtung
x y z MW x y z MW
10−21 m2
ZS1-45 25,0 22,4 25,2 24,2 62,4 64,5 63,7 63,5 n. b.
ZS2-45 3,4 3,8 3,6 3,6 9,2 9,3 9,2 9,2 3,5± 0,7
ZS2-55 15,9 12,9 14,8 14,5 14,5 15,2 14,8 14,8 15,0± 1,7
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unterschiedlichen Porositäten (vgl. Tab. 3.13, S. 62 und Tab. 4.2, S. 73). Der Vergleich
der Wasserpermeabilitätskoeffizienten der simulierten Zementsteine mit denjenigen der
mikrotomografischen Aufnahmen zeigt, dass zwar für den Zementstein ZS2-55 eine gute
Übereinstimmung zwischen beiden vorliegt, die simulierten Mikrostrukturen der Zement-
steine ZS1-45 und ZS2-45 jedoch einen ca. 3-fach höheren Permeabilitätskoeffizienten
aufweisen als die entsprechenden μCT-Aufnahmen. Dass die Unterschiede zwischen den
mit CEMHYD3D simulierten Mikrostrukturen und den mikrotomografischen Datensätzen mit
steigender Porosität geringer werden, liegt daran, dass die bei der Simulation auftretende
Zerklüftung des Porenraums durch die zufällige Platzierung der Hydratationsprodukte
bei kleinerer Porosität eine größere Auswirkung auf die Perkolation des Porenraums hat
als bei größerer. Bei einer kleineren Porosität ist nämlich der mittlere Porenradius der
simulierten Zementsteinmikrostrukturen ebenfalls kleiner. Porenkanäle mit einem kleinen
Radius können aber bereits durch ein einzelnes Feststoffvoxel blockiert werden, während
dies bei Porenkanälen mit größeren Radien, wie sie bei höheren Porositäten auftreten,
nicht möglich ist.
8.6 Simulation der Wasserdampfdiffusion
8.6.1 FE-Modell
Grundlage der Finite-Elemente-Simulation der Wasserdampfdiffusion durch das poröse
Medium ist das 1.Ficksche Gesetz in Form von Gl. 6.77, S. 103. Aufgrund der vorhan-
denen Analogie zur Wärmeleitung werden die Röhren des Transportnetzwerks durch ein-
dimensionale Wärmeleitungselemente dargestellt. Für die Massenstromdichte in einem
Element von Knoten i nach Knoten j gilt
jij = −DL ps,T
RH2O T
dϕij
dx
. (8.15)
Entlang eines Elements ist die Massenstromdichte konstant, d. h.
djij
dx
= 0. (8.16)
Einsetzen von Gl. 8.15 in Gl. 8.16 liefert
d2ϕij
dx2
= 0. (8.17)
Die relative Luftfeuchte ϕ verändert sich somit linear entlang des Wärmeleitungselements.
Aus Gl. 8.15 folgt für den Massenstrom
Qij ≡ jij Aij = DL ps,T Aij
RH2O T Lij
Δϕij, (8.18)
wobei Aij = πD2ij/4 die Querschnittsfläche der Röhre ist und Δϕij ≡ ϕi − ϕj . Analog zu
Gl. 8.12 ergibt sich der Durchmesser der Röhre zu
Dij =
√√√√√ Lij∑
n
Ln
D2n
. (8.19)
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Für die Berechnung wurde zwischen Ein- und Austrittsfläche eine Differenz der relativen
Luftfeuchte Δϕ von 10% angesetzt. Bei einer Temperatur von T = 23℃, welche identisch
mit der Versuchstemperatur in Kap. 7.2.2 gewählt wurde, beträgt der Sättigungsdampf-
druck des Wasserdampfs ps,23℃ = 2810Pa ([Sch01]) und der Wasserdampfdiffusionskoef-
fizient in Luft ist DL = 2,72 · 10−5 m2/s ([Bus87]).
Der Massenstrom durch das poröse Medium lautet analog zu Gl. 8.13
Q =
D ps,T A
RH2O T L
Δϕ =
∑
j ∈Aaus
Qij, (8.20)
woraus für den Wasserdampfdiffusionskoeffizienten des Mediums folgt:
D = RH2O T L
ps,T AΔϕ
∑
j ∈Aaus
Qij . (8.21)
Dass der Diffusionskoeffizient Gl. 8.21 unabhängig ist von der Auflösung des Mikrostruk-
turdatensatzes zeigt sich, wenn man für Qij Gl. 8.18 einsetzt. Dann ergibt sich nämlich
D =
∑
j ∈Aaus
DLAij
A
L
Lij
Δϕij
Δϕ
. (8.22)
In dieser Gleichung treten die geometrischen Größen lediglich als Verhältnisse auf, so
dass sich der Auflösungsmaßstab herauskürzt. Die Simulation der Wasserdampfdiffusion
und der Vergleich mit experimentellen Werten bietet damit eine vom Auflösungsmaßstab
unabhängige Validierungsmöglichkeit für das verwendete Transportmodell.
8.6.2 Ergebnisse
Die simulierten Wasserdampfdiffusionskoeffizienten der Zementsteine sind in Tab. 8.4 zu-
sammengefasst.
Tab. 8.4: Simulierte Wasserdampfdiffusionskoeffizienten der verwendeten Zementsteine
D
μCT CEMHYD3D
Richtung Richtung
x y z MW x y z MW
10−7 m2/s
ZS1-45 6,0 5,5 6,2 5,9 13,8 14,4 14,1 14,1
ZS2-45 0,7 0,8 0,8 0,8 7,0 7,2 7,1 7,1
ZS2-55 15,2 15,6 17,4 16,1 12,1 12,7 12,3 12,4
Dargestellt sind die in x-, y- und z-Richtung berechneten Diffusionskoeffizienten sowie
der Mittelwert aller drei Richtungen. Wie bei der Permeation stimmen die Werte der
mit CEMHYD3D simulierten Zementsteinmikrostrukturen nur beim Zementstein ZS2-55 mit
denen der mikrotomografischen Aufnahmen überein. Beim Zementstein ZS1-45 sind sie
doppelt so groß und beim Zementstein ZS2-45 sogar um eine Größenordnung höher.
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Infolge der in Kap. 7.2.1 geschilderten Neigung der verwendeten Zementsteine zum
Ausbilden von Trocknungsschwindrissen konnten ihre Wasserdampfdiffusionskoeffizien-
ten nicht bestimmt werden. Zum Vergleich zeigt deshalb Tab. 8.5 experimentelle Werte
von Hedenblad ([Hed95], [Hed97]) für Zementsteine aus gewöhnlichem Portlandzement
mit verschiedenen Wasserzementwerten bei einer relativen Luftfeuchte im Bereich von
35–65%, so dass die Oberflächendiffusion keinen Einfluss hat (vgl. Kap. 6.5)1. Der Zement-
stein mit w/z = 0,45 entspricht am ehesten dem Zementstein ZS1-45, weshalb die Werte
der Wasserdampfdiffusionskoeffizienten dieser Zementsteine eine gute Übereinstimmung
aufweisen.
Tab. 8.5: Gemessene Wasserdampfdiffusionskoeffizienten von Zementsteinen aus gewöhn-
lichem Portlandzement nach [Hed95] und [Hed97]
w/z-Wert D
10−7 m2/s
0,40 3,0
0,45 4,1
0,50 6,5
0,60 10,0
Die berechneten Wasserdampfdiffusionskoeffizienten des Bentheimer und des Fontaine-
bleau Sandsteins befinden sich in Tab. 8.6. Infolge der Schichtung der Sandsteine ergeben
sich unterschiedliche Werte für die x-, y- und z-Richtung. Die x-Richtung verläuft dabei
senkrecht zur Schichtung und stimmt mit der experimentellen Durchströmungsrichtung
überein. Der simulierte Wasserdampfdiffusionskoeffizient in x-Richtung ist deshalb mit
dem experimentellen Wert zu vergleichen.
Tab. 8.6: Simulierte Wasserdampfdiffusionskoeffizienten der verwendeten Sandsteine
D
Simulation Experiment
Richtung
x y z
10−7 m2/s
Bentheimer 5,3 3,8 3,5 6,5± 0,2
Fontainebleau 1,9 1,5 1,1 n. b.
1Da die Simulation keine Oberflächendiffusion berücksichtigt, durch die der Wasserdampfdiffusions-
koeffizient mit steigender relativer Luftfeuchte ansteigt, kann ein Vergleich mit experimentellen Werten
nur bei niedrigen relativen Luftfeuchten erfolgen.
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8.7 Simulation der kapillaren Wasseraufnahme
8.7.1 FE-Modell
Die Simulation der kapillaren Wasseraufnahme erfolgt analog zur Wärmeleitung, da die
eindimensionale Wärmeleitungsgleichung unter gewissen Randbedingungen, in gleicher
Weise wie die kapillare Wasseraufnahme, auf ein
√
t-Gesetz führt. Ein weiterer Vorteil
dieser Betrachtungsweise ist, dass die Details des Wassertransports an den Verzweigungs-
punkten der Porenkanäle nicht bekannt sein müssen. Kommerzielle FE-Programme haben
in der Regel bereits Wärmeleitungselemente implementiert, die für diesen Zweck verwen-
det werden können.
Um die Beziehungen zwischen den in den entsprechenden Gleichungen vorkommenden
thermischen und hygrischen Parametern herzuleiten, wird eine (unendlich ausgedehnte)
ebene Wand der Dicke d mit der Temperatur T0 betrachtet ([BS94]). Zur Zeit t = 0 wird
die Temperatur der Oberfläche x = 0 sprungartig auf den Wert TU erhöht, während an der
anderen Oberfläche x = d adiabatische Bedingungen vorherrschen sollen (vgl. Abb. 8.16).
T
T0
x
t = 0
T x t( , )
0 d
TU
Abb. 8.16: Temperaturverlauf über die Dicke einer unendlich ausgedehnten Wand bei
sprunghafter Erwärmung der Oberfläche x = 0 und adiabatischen Bedingungen bei x = d
Der Wärmefluss soll nur in x-Richtung erfolgen. Gesucht ist der zeitliche Verlauf der
Temperatur an der Stelle x = d.
Nach Einführung der Übertemperatur
Θ(x, t) ≡ T (x, t)− T0 (8.23)
folgt die entsprechende Wärmeleitungsgleichung aus dem allgemeinen Erhaltungssatz
Gl. 6.14, S. 95, indem die Ersetzungen
ψ = Θ
v = 0
s(ψ) = 0
τ = κ∇Θ
mit dem Temperaturleitwert
κ ≡ λ
 c
(8.24)
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vorgenommen werden, wobei λ die Wärmeleitfähigkeit,  die Dichte und c die spezifische
Wärmekapazität des Wandmaterials darstellen. Dann ergibt sich für ∇κ = 0
ΔΘ(x, t)− 1
κ
∂Θ(x, t)
∂t
= 0. (8.25)
Im eindimensionalen Fall lautet Gl. 8.25:
∂2Θ(x, t)
∂x2
− 1
κ
∂Θ(x, t)
∂t
= 0. (8.26)
Das betrachtete Problem hat die Anfangsbedingung
Θ0(x) ≡ Θ(x, 0) = 0 (8.27)
und die Randbedingungen
∂Θ(x, t)
∂x
∣∣∣∣
x=d
= 0 (8.28)
Θ(0, t) = ΘU ≡ TU − T0 für t > 0. (8.29)
Die partielle Differentialgleichung Gl. 8.26 kann durch Anwendung der Laplace-Trans-
formation
L {f(x, t)} ≡
∞∫
0
f(x, t) exp(−s t) dt (8.30)
in eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung umgewandelt werden. Aufgrund
der Linearität des Integrals folgt
L
{∑
m
amfm(t)
}
=
∑
m
amL {fm(t)}. (8.31)
Weiterhin erfüllt die Laplace-Transformation die Identitäten
L
{
dn
dxn
f(x, t)
}
=
dn
dxn
L {f(x, t)} (8.32)
L
{
d
dt
f(x, t)
}
= sL {f(x, t)} − f(x, 0). (8.33)
Damit lautet die Laplace-Transformation von Gl. 8.26
∂2
∂x2
Θ˜(x, s)− s
κ
Θ˜(x, s) = 0 (8.34)
mit
Θ˜(x, s) ≡ L {Θ(x, t)}, (8.35)
wobei die Anfangsbedingung Gl. 8.27 bereits berücksichtigt wurde. Die Transformation
der beiden Randbedingungen Gl. 8.28 und Gl. 8.29 ergibt
∂Θ˜(x, s)
∂x
∣∣∣∣∣
x=d
= 0 (8.36)
Θ˜(0, s) =
ΘU
s
. (8.37)
8.7. SIMULATION DER KAPILLAREN WASSERAUFNAHME 141
Die Lösung von Gl. 8.34 erfolgt durch Einsetzen des Ansatzes
Θ˜(x, s) = exp(k x). (8.38)
Man erhält dann
k2 exp(k x)− s
κ
exp(k x) = 0
⇔ k2 = s
κ
⇒ k = ±
√
s/κ. (8.39)
Die allgemeine Lösung von Gl. 8.34 lautet damit
Θ˜(x, s) = c1 exp(k x) + c2 exp(−k x) (8.40)
mit
k ≡
√
s/κ. (8.41)
Aus den beiden Randbedingungen Gl. 8.36 und Gl. 8.37 folgt
c1 =
ΘU exp(−k d)
s(exp(k d) + exp(−k d)) =
ΘU exp(−k d)
2 s cosh(k d)
(8.42)
c2 =
ΘU exp(k d)
2 s cosh(k d)
. (8.43)
Somit ist die Lösung von Gl. 8.34 mit den entsprechenden Randbedingungen gegeben
durch
Θ˜(x, s) =
ΘU(exp(−k d) exp(k x) + exp(k d) exp(−k x))
2 s cosh(k d)
. (8.44)
An der Oberfläche x = d gilt
Θ˜(d, s) =
ΘU
s cosh(k d)
=
2ΘU
s(exp(k d) + exp(−k d)) =
2ΘU exp(−k d)
s(1 + exp(−2k d)) . (8.45)
Zur Rücktransformation von Gl. 8.45 wird der Nenner mit Hilfe des Binomischen Lehr-
satzes
(x + y)n =
∞∑
m=0
(
n
m
)
xn−mym (8.46)
in eine binomische Reihe entwickelt:
(1 + exp(−2k d))−1 =
∞∑
m=0
(−1
m
)
exp(−2mk d) =
∞∑
m=0
(−1)m exp(−2mk d). (8.47)
Dies eingesetzt in Gl. 8.45 ergibt
Θ˜(d, s) =
2ΘU
s
∞∑
m=0
(−1)m exp(−(2m + 1)k d)
= 2ΘU
(
exp(−k d)
s
− exp(−3k d)
s
+
exp(−5k d)
s
− . . .
)
.
(8.48)
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Nach dieser Umformung erfolgt die Rücktransformation mit Hilfe einer Korrespondenz-
tabelle (z. B. [OB73]). Das Ergebnis lautet
Θ(d, t) = 2ΘU
∞∑
m=0
(−1)merfc((2m + 1)ξ)
= 2ΘU(erfc(ξ)− erfc(3ξ) + erfc(5ξ)− . . . )
(8.49)
mit
ξ ≡ d
2
√
κ t
(8.50)
und der komplementären Fehlerfunktion
erfc(x) ≡ 1− 2√
π
x∫
0
exp(−t2)dt. (8.51)
In Abb. 8.17 ist der erste Term, die Summe der ersten beiden Terme sowie die Summe der
ersten drei Terme von Gl. 8.49 für ΘU = 1 grafisch dargestellt.
Abb. 8.17: Grafische Darstellung des ersten Terms, der Summe der ersten beiden Terme
und der Summe der ersten drei Terme von Gl. 8.49 (ΘU = 1). Für ξ  0,75 sind die
Unterschiede nur noch marginal.
Für ξ  0,75 sind die Unterschiede der abgebildeten Kurven gering, so dass in diesem Fall
die Reihe nach dem ersten Glied abgebrochen werden kann. Dass diese Bedingung erfüllt
ist, wird später noch gezeigt werden.
Um die Analogie zur kapillaren Wasseraufnahme herzuleiten, wird ein eindimensionales
Wärmeleitungselement tij von Knoten i zu Knoten j betrachtet. Zu Beginn seien die
Knotentemperaturen Ti = Tj = 0. Zum Zeitpunkt t = 0 wird die Temperatur im Knoten
i sprunghaft auf TU = 1 erhöht, wohingegen im Knoten j adiabatische Bedingungen
vorherrschen sollen. Der zeitliche Verlauf der Temperatur im Knoten j ergibt sich nach
Gl. 8.49 zu
Θj(t) ≈ 2 erfc
(
Lij
2
√
κijt
)
, (8.52)
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wobei Lij die Länge und κij der Temperaturleitwert des Elements sind. Dabei wurde ange-
nommen, dass die Reihe in Gl. 8.49 nach dem ersten Glied abgebrochen werden kann. Die
Ankunft der Wasserfront am Knoten j beim kapillaren Saugen soll beim Wärmeleitungs-
element dadurch gekennzeichnet sein, dass die Temperatur dort um eine kleine Schranke
 1 ansteigt. Dann gilt
 = 2 erfc
(
Lij
2
√
κijt
)
⇔ Lij√
t
= 2
√
κij erfc−1(1/2 ) . (8.53)
Andererseits wird die kapillare Wasseraufnahme durch Gl. 6.112 bzw. Gl. 6.114, S. 110
beschrieben, d. h.,
Lij√
t
=
√
2H
Λ
, (8.54)
sofern H  Lij , was bei den Abmessungen der betrachteten Zement- und Sandsteinmi-
krostrukturen zutrifft. Gleichsetzen von Gl. 8.53 und Gl. 8.54 liefert die folgende Bedin-
gung für den Temperaturleitwert des Elements:
κij ≡ λij
 cij
=
1
2
H
Λ
(
erfc−1(1/2 )
)2 = 18 σ cos θ rij ν (erfc−1(1/2 ))2 , (8.55)
wobei im letzten Schritt die Definitionen von H und Λ (Gl. 6.102 und Gl. 6.103, S. 109)
eingesetzt wurden.
Wird der Temperaturleitwert des Wärmeleitungselements nach Gl. 8.55 angesetzt, so
erreicht der Wärmestrom den Endknoten (d. h. am Endknoten liegt die Temperatur 
vor) in der selben Zeit, wie die Wasserfront beim kapillaren Saugen. Dies gilt, wenn im
Endknoten adiabatische Bedingungen vorherrschen. Die Temperaturleitfähigkeit der an-
schließenden Elemente darf aus diesem Grunde erst nach Erreichen der Temperatur 
einsetzen.
An dieser Stelle soll der noch ausstehende Nachweis, dass Gl. 8.49 nach dem ersten
Glied abgebrochen werden kann, erfolgen. Aus Gl. 8.53 folgt
ξ ≡ L
2
√
κt
= erfc−1(1/2 ). (8.56)
Für  wurde bei allen Berechnungen ein einheitlicher Wert von 0,1 gewählt, d. h.
ξ = erfc−1(0,05) = 1,3859.
Wie Abb. 8.17 entnommen werden kann, sind für ξ = 1,39 die Kurven praktisch identisch,
und es genügt die Berücksichtigung des ersten Terms.
Zur Simulation der kapillaren Wasseraufnahme werden die Röhren des Transport-
netzwerks durch eindimensionale Wärmeleitungselemente ersetzt, deren Temperaturleit-
fähigkeiten Gl. 8.55 erfüllen. Der Radius eines Elements ergibt sich folgendermaßen: Der
Wärmestrom in dem Element lautet
Q = j A = λ
A
L
ΔT. (8.57)
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Nach Kap. 8.2 kann jede Röhre des ursprünglichen Transportnetzwerks als Serienschal-
tung von ein Voxel langen Röhren aufgefasst werden, deren jeweiliger Durchmesser das
zweifache des lokalen Porenradius misst (Kap. 5.3). Gesucht ist der Durchmesser einer
„äquivalenten“ Röhre, welche die gleichen Transporteigenschaften wie die Serienschaltung
besitzt. Das entsprechende Wärmeleitungselement im FE-Netzwerk ist ebenfalls das Pro-
dukt einer Serienschaltung. Der Wärmestrom Qij in dem Element ist gleich dem Wärme-
strom Qn in den Einzelelementen. Die gesamte Temperaturdifferenz ΔTij ist gleich der
Summe der Temperaturdifferenzen ΔTn der Einzelelemente. Somit gilt
ΔTij
Qij
=
∑
n
ΔTn
Qn
⇔ Lij
λijAij
=
∑
n
Ln
λnAn
. (8.58)
Auflösen von Gl. 8.55 nach λ und Einsetzen in Gl. 8.58 liefert für den anzusetzenden
Durchmesser des Elements
Lij
D3ij
=
∑
n
Ln
D3n
⇒ Dij = 3
√√√√√ Lij∑
n
Ln
D3n
. (8.59)
Aus dem Durchmesser sowie der Länge der während der Simulation des kapillaren Sau-
gens bereits mit Wasser gefüllten Röhren (d. h. die Wärmeleitungselemente bei denen
die Temperatur im Endknoten  erreicht hat) ergibt sich zusammen mit der Dichte des
Wassers zu jedem Zeitschritt die aufgenommene Wassermasse. Daraus kann der Wasser-
aufnahmekoeffizient Gl. 7.4, S. 120 berechnet werden. Die Saughöhe wird bestimmt durch
den von der Wasserfront erreichten Knotenpunkt mit dem größten senkrechten Abstand
von der saugenden Oberfläche. Zusammen mit der entsprechenden Saugzeit ergibt sich
der Wassereindringkoeffizient.
8.7.2 Ergebnisse
Die Ergebnisse der Simulation der kapillaren Wasseraufnahme des Bentheimer und des
Fontainebleau Sandsteins können Tab. 8.7 entnommen werden. Die Sandsteine wurden
als vollständig benetzend angenommen (Randwinkel θ = 0). Wie im Fall der Diffusion
und der Permeation ergeben sich aufgrund der Schichtung der Sandsteine für die drei
Richtungen x, y und z leicht unterschiedliche Werte des Wasseraufnahme- und Wasse-
reindringkoeffizienten. Die x-Richtung entspricht der Messrichtung.
Der Vergleich des simulierten Wasseraufnahmekoffizienten des Bentheimer Sandsteins
mit dem experimentellen Wert zeigt, dass das Simulationsergebnis ca. 60% größer ist. Die
Annahme eines größeren Randwinkels führt zwar zu kleineren Wasseraufnahmekoeffizi-
enten, jedoch wird ein auf den Sandstein aufgebrachter Wassertropfen unmittelbar nach
Kontakt mit der Oberfläche aufgesaugt, so dass eine genaue Bestimmung des Randwinkels
nicht möglich ist. Damit der simulierte Wasseraufnahmekoeffizient mit dem experimentel-
len übereinstimmt, müsste ein Randwinkel θ von ca. 70° angenommen werden. Ein solch
großer Randwinkel steht jedoch im Widerspruch zu der sehr kurzen Zeitspanne, innerhalb
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Tab. 8.7: Simulierte Wasseraufnahme- und Wassereindringkoeffizienten der verwendeten
Sandsteine
AW EW
Simulation Experiment Simulation Experiment
Richtung Richtung
x y z x y z
kg/m2
√
h m/
√
h
Bentheimer 55,6 52,0 49,2 34± 4a 0,55 0,46 0,44 0,23± 0,03a
Fontainebleau 17,1 18,9 18,0 n. b. 0,40 0,45 0,47 n. b.
aMesswert für Wasseraufnahme in x-Richtung
derer ein Wassertropfen aufgesaugt wird. Der Grund für die Diskrepanz zwischen Simu-
lation und Experiment liegt deshalb vermutlich in dem bereits in Kap. 7.1.2 geschilderten
Blockadeeffekt von im Porenraum enthaltenen Luftblasen. Beim Saugvorgang wandern
diese zu Engstellen und blockieren den Wasserstrom.
Vom Fontainebleau Sandstein lag kein experimenteller Wert des Wasseraufnahmeko-
effizienten vor.
Die simulierten Wasseraufnahmekoeffizienten der Zementsteine für θ = 0 sind in
Tab. 8.8, die entsprechenden Wassereindringkoeffizienten in Tab. 8.9 enthalten. Die Was-
seraufnahmekoeffizienten der simulierten Zementsteinmikrostrukturen sind zwei- bis fünf-
mal größer als die der mikrotomografischen Aufnahmen. Im Gegensatz zu den Permeabili-
täts- und Diffusionskoeffizienten kann jedoch die Tendenz, dass mit größer werdender
Porosität die Übereinstimmung zwischen den simulierten Mikrostrukturen und den μCT-
Datensätzen zunimmt, nicht beobachtet werden. Die Übereinstimmung der Wasserein-
dringkoeffizienten ist gut.
Aufgrund der in Kap. 7.2.1 bereits erwähnten Anfälligkeit der verwendeten Zement-
steine zu Trocknungsschwindrissen, konnten keine Wasseraufnahmekoeffizienten bestimmt
werden. Zum Vergleich sind deshalb experimentelle Werte eines Zementsteins aus gewöhn-
lichem Portlandzement (OPC) nach [KK94] in Tab. 8.10 dargestellt.
Vergleicht man die Wasseraufnahmekoeffizienten der Zementsteine mit ähnlichen Poro-
Tab. 8.8: Simulierte Wasseraufnahmekoeffizienten der verwendeten Zementsteine
AW
μCT CEMHYD3D
Richtung Richtung
x y z MW x y z MW
kg/m2
√
h
ZS1-45 2,2 2,2 2,0 2,1 4,3 3,9 3,9 4,0
ZS2-45 0,4 0,4 0,4 0,4 2,1 2,1 2,1 2,1
ZS2-55 1,6 1,5 1,5 1,5 3,4 3,4 3,2 3,4
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Tab. 8.9: Simulierte Wassereindringkoeffizienten der verwendeten Zementsteine
EW
μCT CEMHYD3D
Richtung Richtung
x y z MW x y z MW
10−2 m/√h
ZS1-45 1,6 1,7 1,6 1,6 1,4 1,4 1,5 1,4
ZS2-45 0,9 1,1 0,9 1,0 1,3 1,3 1,3 1,3
ZS2-55 1,6 1,5 1,4 1,5 1,4 1,4 1,4 1,4
Tab. 8.10: Gemessene Wasseraufnahmekoeffizienten von Zementsteinen aus gewöhnli-
chem Portlandzement (OPC) nach [KK94]
w/z-Wert φ AW
kg/m2
√
h
0,35 0,14 0,5
0,45 0,25 0,6
0,60 0,32 2,0
sitäten, so kann Folgendes festgestellt werden: Der Zementstein ZS2-45 besitzt die gleiche
Porosität (φ = 0,14), wie der OPC mit w/z = 0,35. Die Wasseraufnahmekoeffizienten bei-
der Zementsteine betragen 0,4 bzw. 0,5 kg/m2√h. Die Porosität des Zementsteins ZS2-55
(φ = 0,22) ist ähnlich der des OPC mit w/z = 0,45. Die Wasseraufnahmekoeffizienten der
beiden Zementsteine weisen Werte von 1,5 und 0,6 kg/m2√h auf. Der Zementstein ZS2-55
(φ = 0,27) verfügt über eine Porosität zwischen der des OPC mit w/z = 0,45 und der des
OPC mit w/z = 0,60. Der Wasseraufnahmekoeffizient des ZS2-55 beträgt 1,6 kg/m2√h und
liegt damit erwartungsgemäß zwischen denen der beiden OPC.
Obwohl außer der Porosität auch die Perkolation des Porenraums einen entscheidenden
Einfluss auf die kapillare Wasseraufnahme hat, zeigt der Vergleich mit den experimentellen
Werten der OPC, dass die Simulation plausible Ergebnisse liefert.
Kapitel 9
Zusammenfassung und Ausblick
Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Simulation der Feuchtetransportprozesse Was-
serpermeation, Wasserdampfdiffusion sowie kapillare Wasseraufnahme in dreidimensiona-
len Mikrostrukturen von Zement- und Sandsteinen. Die Abbildung der Mikrostruktu-
ren erfolgte durch rechnerische Generierung mit Hilfe des Hydratationsmodells CEMHYD3D
(Zementstein) sowie durch mikrotomografische Aufnahmen des Materials (Zement- und
Sandstein).
Die Morphologie des Porenraums der Zement- und Sandsteine hat einen entscheiden-
den Einfluss auf den Feuchtetransport. Der Vergleich der Porenräume der simulierten
Zementsteinmikrostrukturen mit denen der mikrotomografischen Aufnahmen hinsichtlich
der Autokorrelationsfunktion, der Fraktalen Dimension sowie der Porenradienverteilung
zeigte, dass deutliche Unterschiede zwischen beiden vorhanden sind. Die mit CEMHYD3D si-
mulierten Mikrostrukturen besitzen ein feineres Porenspektrum, ihre Porenräume weisen
eine kleinere Fraktale Dimension sowie eine schneller abfallende Autokorrelationsfunktion
auf als diejenigen der μCT-Datensätze. Andere bekannte Modellansätze lassen ebenfalls
keine realitätsnahe Abbildung der Morphologie von Zementstein erwarten, so dass auf die
mikrotomografische Aufnahmen zurückgegriffen werden musste. Das Anfertigen solcher
Aufnahmen ist jedoch relativ zeit- und kostenaufwendig. Ein weiterer Nachteil ist die be-
grenzte Auflösung von zur Zeit ca. 0,5μm. Dieser Umstand erforderte für die Zementsteine
die in Kap. 8.1 beschriebene Verkleinerung des Auflösungsmaßstabs. Jüngere Entwicklun-
gen von refraktiven Röntgenlinsen erlauben eine bessere Fokussierung des Röntgenstrahls,
wodurch Auflösungen im Bereich von 0,1μm möglich erscheinen. Eine größere Auflösung
hat jedoch den Nachteil eines höheren erforderlichen Zeitaufwands zur Erstellung der Auf-
nahmen. Sofern das untersuchte Probenvolumen konstant bleibt, werden die Datensätze
größer, was ebenfalls höhere Anforderungen an die Rechnerleistung für die Weiterverar-
beitung der Daten stellt.
Die Mikrostrukturen der verwendeten Zement- und Sandsteine dienten als Ausgangs-
punkt zur Generierung dreidimensionaler Feuchtetransportnetzwerke, bestehend aus zy-
linderförmigen Röhren, welche die gleichen Feuchtetransporteigenschaften aufweisen wie
die ursprünglichen Porenkanäle. Die Simulation der betrachteten Transportprozesse Per-
meation, Diffusion und kapillare Wasseraufnahme erfolgte anhand dieser Netzwerke mit
Finite-Elemente-Methoden. Die Röhren werden dabei als eindimensionale Fluidelemen-
te (Permeation) bzw. Wärmeleitungselemente (Diffusion, kapillare Wasseraufnahme) ab-
gebildet. Gegenüber einer direkten Vernetzung der Porenräume durch dreidimensiona-
le Finite-Elemente ist die erforderliche Elementanzahl erheblich geringer, so dass auch
größere repräsentative Volumenelemente berechnet werden können. Ein weiterer Vorteil
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ist, dass die verwendeten eindimensionalen Finite-Elemente nur über einen gemeinsamen
Knoten verbunden sein können, wohingegen bei dreidimensionalen Elementen die Verbin-
dung über einen (Ecke), zwei (Kante) oder vier Knoten (Fläche) erfolgen kann. Die drei
Verbindungsarten führen zu verschieden großen Feuchteströmen. Um dieses Problem zu
entschärfen, muss die Elementgröße wesentlich kleiner sein als der kleinste Porendurch-
messer, wodurch die erforderliche Elementanzahl zu groß für praktische Berechnungen
wird.
Die in dieser Arbeit gewählte Vorgehensweise zur Simulation des Feuchtetransports
erfordert, dass die Auflösung der Mikrostrukturdatensätze groß genug ist, so dass sich
ein perkolierendes Transportnetzwerk ergibt. Bei den verwendeten Zementsteinen mit
Wasserzementwerten von 0,45 und 0,55 und einer Auflösung von 1 μm/Voxel ist dies der
Fall. Niedrigere Wasserzementwerte erfordern eventuell höhere Auflösungen.
Die Simulation der einzelnen Feuchtetransportprozesse erfolgte unter der Vorausset-
zung, dass sich die Materialien inert verhalten, d. h. keine Wechselwirkung mit der Feuchte
stattfindet und, außer beim kapillaren Saugen, stationäre Bedingungen vorliegen. Im Fall
der Wasserdampfdiffusion wurde beispielsweise keine Feuchteadsorption bzw. -desorption
sowie keine Oberflächendiffusion berücksichtigt. Dies ist gerechtfertigt, wenn die relati-
ve Luftfeuchte der Umgebungsluft kleiner als 60–65% ist, weshalb Vergleiche mit ex-
perimentellen Werten nur für diesen Feuchtebereich zulässig sind. Bei höheren relativen
Luftfeuchten findet infolge der Oberflächendiffusion eine Fluidströmung im an den Po-
renwänden adsorbierten Wasserfilm statt. Dieser Effekt kann in dem vorhandenen Modell
berücksichtigt werden, indem für die einzelnen Fluidelemente kein konstanter Wasser-
dampfdiffusionskoeffizient von Luft verwendet wird, sondern ein von der vorherrschenden
relativen Luftfeuchte abhängiger.
Zur Simulation der Wasserpermeation wurde in den Röhren des Transportnetzwerks
eine laminare Strömung angenommen. Diese Annahme führte bei den Sandsteinen zu einer
guten Übereinstimmung zwischen den simulierten und den gemessenen Permeabilitätskoef-
fizienten. Bei den Zementsteinen war durch die große innere Oberfläche und die damit
verbundene Wechselwirkung mit dem Wasser die Berücksichtigung eines Verlustbeiwerts
notwendig, um die Messwerte rechnerisch zu reproduzieren. Es wäre wünschenswert, die-
sen Verlustbeiwert aus den Gesetzen der Oberflächenphysik sowie der Morphologie des
Zementsteins abzuleiten. Dies erfordert jedoch eine Betrachtung des Zementgels auf einer
Längenskala unterhalb eines Nanometers.
Die Messung des Wasseraufnahmekoeffizienten des Bentheimer Sandsteins zeigte, dass
eingeschlossene Luftblasen die Wasseraufnahme beeinflussen können. Bei der verwendeten
Analogie zur Wärmeleitung können derartige Effekte prinzipiell durch temperaturabhängi-
ge Temperaturleitwerte berücksichtigt werden. Das während der Simulation resultierende
Temperaturfeld entspricht dem Feuchtefeld im Baustoff. Je höher die Temperatur eines
Wärmeleitungselements ist, umso höher ist der Feuchtegehalt des entsprechenden Poren-
kanals. Poren mit einem größeren Feuchtegehalt erhalten eine höhere Temperaturleitfähig-
keit als solche mit einem kleineren, da die enthaltene Luft bereits zu einem Großteil durch
Wasser verdrängt wurde und damit die Möglichkeit einer Blockade des Wasserstroms ver-
ringert ist. Dies führt dazu, dass während der FE-Simulation zu jedem Zeitschritt die
Materialparameter verändert werden müssen.
Der Vergleich der simulierten Transportkoeffizienten der mikrotomografischen Aufnah-
men der Zement- und Sandsteine mit den experimentellen Werten zeigte unter den ge-
nannten Voraussetzungen eine gute Übereinstimmung. Die mit CEMHYD3D simulierten Ze-
mentsteinmikrostrukturen wiesen zwar größere Abweichungen auf als die mikrotomogra-
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fischen Aufnahmen, lagen jedoch meist in der gleichen Größenordnung wie die Messwerte.
Im Rahmen dieser Arbeit konnte somit gezeigt werden, dass die Feuchtetransportkoeffi-
zienten von porösen Medien aus der Morphologie ihrer Mikrostruktur adäquat berechnet
werden können. Eine Verwendung von empirischen Parametern, wie beispielsweise die
Tortuosität im Modell von Carman-Kozeny ([Car37], [Koz27]), entfällt. Dadurch wird
ein Studium der Zusammenhänge zwischen der Porenstruktur poröser Materialien und
den resultierenden Transporteigenschaften möglich. Voraussetzung ist jedoch, dass eine
möglichst realitätsnahe Mikrostruktur des Materials vorliegt.
Die Simulation des Feuchtehaushalts poröser Baustoffe erfordert außer den Trans-
porteigenschaften auch die Berücksichtigung ihrer Feuchtespeicherung. Bei den analog
zur Wärmeleitung simulierten Transportprozesse Diffusion und kapillares Saugen kann
die Feuchtespeicherung durch eine geeignete Wahl der Wärmekapazitäten der Wärme-
leitungselemente abgebildet werden. Eine große Wärmekapazität entspricht dabei einer
hohen Feuchtespeicherkapazität. Im Fall der Wasserpermeation ergibt sich das im Bau-
stoff gespeicherte Wasservolumen durch die Summe der Volumen der mit Wasser gefüllten
Fluidelemente.
Das hier vorgestellte Modell dient der rechnerischen Bestimmung der hygrischen Ma-
terialkennwerte auf der Mikroebene des Zementsteins als ein erster Schritt hin zu einem
Mehrskalenmodell von Beton. Die bestimmten Feuchtetransportkoeffizienten gehen dabei
in die Materialkennwerte der im Beton enthaltenen Zementsteinmatrix ein.
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Anhang A
Herleitung der zweidimensionalen
Wahrscheinlichkeitsdichte
Es seien X1 und X2 zwei unabhängige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungs-
wert 0 und Varianz 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass X1 = x˜1 ∈ [x1, x1+dx1] und gleichzeitig
X2 = x˜2 ∈ [x2, x2 + dx2] lautet in diesem Fall
p(x1, x2) dx1 dx2 =
1
2π
exp
(
−x
2
1 + x
2
2
2
)
dx1 dx2. (A.1)
Es seien nun Y1 und Y2 zwei neue Zufallsvariablen mit
Y1 ≡ μ1 + σ11X1 + σ12X2
Y2 ≡ μ2 + σ21X1 + σ22X2. (A.2)
Y1 und Y2 sind dann ebenfalls normalverteilt mit Erwartungswerten μ1 und μ2 und Vari-
anzen
σ21 =
〈
(Y1 − μ1)2
〉
= σ211 + σ
2
12 (A.3)
σ22 =
〈
(Y2 − μ2)2
〉
= σ221 + σ
2
22. (A.4)
Auflösen des GleichungssystemsA.2 mit Y1 = y1 und Y2 = y2 nach X1 = x1 und X2 = x2
liefert:
x1 =
σ22(y1 − μ1)− σ12(y2 − μ2)
σ11σ22 − σ12σ21
x2 =
−σ21(y1 − μ1) + σ11(y2 − μ2)
σ11σ22 − σ12σ21 ,
(A.5)
woraus
x21 + x
2
2 =
(
σ22(y1 − μ1)− σ12(y2 − μ2)
)2
+
(−σ21(y1 − μ1) + σ11(y2 − μ2))2
(σ11σ22 − σ12σ21)2
=
1
(σ11σ22 − σ12σ21)2
(
(y1 − μ1)2(σ221 + σ222)− 2(y1 − μ1)(y2 − μ2)
· (σ11σ21 + σ12σ22) + (y2 − μ2)2(σ211 + σ212)
)
=
1
(σ11σ22 − σ12σ21)2
(
σ22(y1 − μ1)2 − 2(y1 − μ1)(y2 − μ2)
· (σ11σ21 + σ12σ22) + σ21(y2 − μ2)2
)
(A.6)
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resultiert.
Mit Hilfe der Autokorrelationsfunktion von Y1 und Y2
ρ ≡
〈
(y1 − μ1)(y2 − μ2)
〉√〈
(y1 − μ1)2
〉√〈
(y2 − μ2)2
〉 = σ11σ21 + σ12σ22σ1σ2
und somit
1− ρ2 = σ
2
1σ
2
2 − (σ11σ21 + σ12σ22)2
σ21σ
2
2
=
(σ211 + σ
2
12)(σ
2
21 + σ
2
22)− (σ11σ21 + σ12σ22)2
σ21σ
2
2
=
(σ11σ22 − σ12σ21)2
σ21σ
2
2
(A.7)
folgt:
x21 + x
2
2 =
1
1− ρ2
(
(y1 − μ1)2
σ21
− 2ρ(y1 − μ1)(y2 − μ2)
σ1σ2
+
(y2 − μ2)2
σ22
)
. (A.8)
Die Jacobi-Determinante der Variablentransformation (x1, x2) → (y1, y2) lautet:∣∣∣∣∣∂x1∂y1 ∂x1∂y2∂x2∂y1 ∂x2∂y2
∣∣∣∣∣ = 1σ11σ22 − σ12σ21 = 1σ1σ2√1− ρ2 . (A.9)
Damit gilt:
dx1 dx2 =
1
σ1σ2
√
1− ρ2dy1 dy2. (A.10)
Insgesamt folgt schließlich:
1
2π
exp
(
−x
2
1 + x
2
2
2
)
dx1 dx2 =
1
2πσ1σ2
√
1− ρ2 exp
(
− z
2(1− ρ2)
)
dy1 dy2
≡ p(y1, y2)
(A.11)
mit
z ≡ 1
1− ρ2
(
(y1 − μ1)2
σ21
− 2ρ(y1 − μ1)(y2 − μ2)
σ1σ2
+
(y2 − μ2)2
σ22
)
. (A.12)
Anhang B
Beweis der Mehler-Formel
Satz B.1 (Mehler-Formel). Die in Gl. 2.53, S. 21 definierten Hermite-Polynome Hen
erfüllen die Identität
1√
1− ρ2
Y
exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2 − 2ρYψ1ψ2
2(1− ρ2
Y
)
)
= exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2
2
) ∞∑
n=0
Hen(ψ1)Hen(ψ2)
n!
ρn
Y
. (B.1)
Beweis. Zum Beweis der Mehler-Formel Gl. B.1 wird zunächst die Identität
1
a
exp
(
−1
2
(
ψ
a
)2)
=
1√
2π
∞∫
−∞
exp
(
−1
2
(a k)2 + i k ψ
)
dk (B.2)
bewiesen, d. h., die linke Seite ist von Gl. B.2 gleich der Fourier-Transformierten der
Gauss-Funktion. Der Exponent auf der rechten Seite von Gl. B.2 kann folgendermaßen
umgeformt werden:
−1
2
(a k)2 + i k ψ = −1
2
a2
(
k2 − 2k i ψ
a2
)
= −1
2
a2
((
k − iψ
a2
)2
−
(
i ψ
a2
)2)
= −1
2
a2
(
k − iψ
a2
)2
− 1
2
(
ψ
a
)2
.
(B.3)
Für die rechte Seite von Gl. B.2 ergibt sich damit:
1√
2π
∞∫
−∞
exp
(
−1
2
(a k)2 + i k ψ
)
dk
=
1√
2π
exp
(
−1
2
(
ψ
a
)2) ∞∫
−∞
exp
(
−a
2
2
(
k − i ψ
a2
)2)
dk. (B.4)
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Unter Verwendung der komplexen Variablen z ≡ a(k− i ψ/a2) lautet das Integral auf der
rechten Seite von Gl. B.4
∞∫
−∞
exp
(
−a
2
2
(
k − i ψ
a2
)2)
dk =
1
a
∞− i x
a∫
−∞− i x
a
exp
(
−1
2
z2
)
dz. (B.5)
Im
Re
r-r
K1
r
K2
r
K3
r
K4
r
i 
a
-
Abb. B.1: Zum Cauchyschen Integralsatz für konvexe Gebiete
Aus dem Cauchyschen Integralsatz für konvexe Gebiete ([FL94]) folgt (Abb.B.1):∫
Kr1∪Kr2∪Kr3∪Kr4
exp
(
−1
2
z2
)
dz = 0. (B.6)
Es gilt: ∫
K∞2
exp
(
−1
2
z2
)
dz =
∫
K∞4
exp
(
−1
2
z2
)
dz = 0. (B.7)
Es sei nämlich Kr2 : z(t) = −r − iψa t, t ∈ [0, 1]. Dann gilt die Abschätzung∣∣∣∣∣∣∣
∫
Kr2
exp
(
−1
2
z2
)
dz
∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1∫
0
exp
(
−1
2
(
−r − iψ
a
t
)2)(
−iψ
a
)
dt
∣∣∣∣∣∣
≤ |ψ|
a
1∫
0
exp
(
−1
2
(
r2 − ψ
2
a2
t2
))∣∣∣∣exp(−irψa t
)∣∣∣∣ dt
=
|ψ|
a
exp
(
−1
2
r2
) 1∫
0
exp
(
ψ2
2a2
t2
)
dt = exp
(
−1
2
r2
)
· C,
(B.8)
wobei
C ≡ |ψ|
a
∫ 1
0
exp
(
ψ2
2a2
t2
)
dt (B.9)
ANHANG B. BEWEIS DER MEHLER-FORMEL 163
eine reelle Konstante ist. Somit folgt:
lim
r→∞
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Kr2
exp
(
−1
2
z2
)
dz
∣∣∣∣∣∣∣ ≤ limr→∞ exp
(
−1
2
r2
)
· C = 0. (B.10)
Analog dazu kann gezeigt werden, dass
lim
r→∞
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Kr4
exp
(
−1
2
z2
)
dz
∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (B.11)
Aus dem Cauchyschen Integralsatz Gl. B.6 resultiert damit:
∞− i ψ
a∫
−∞− i ψ
a
exp
(
−1
2
z2
)
dz =
∫
K∞3
exp
(
−1
2
z2
)
dz
= −
∫
K∞1
exp
(
−1
2
z2
)
dz =
∞∫
−∞
exp
(
−1
2
z2
)
dz =
√
2π
(B.12)
Aus Gl. B.12 und Gl. B.5 zusammen mit Gl. B.4 folgt Gl. B.2, womit diese bewiesen ist.
Einsetzen von a = 1 in Gl. B.2 liefert
exp
(
−1
2
ψ2
)
=
1√
2π
∞∫
−∞
exp
(
−1
2
k2 + i k ψ
)
dk. (B.13)
Damit kann der eigentliche Beweis der Mehler-Formel Gl. B.1 erfolgen:
Aus Gl. B.13 folgt für die Hermite-Polynome:
Hen(ψ) ≡ (−1)n exp
(
ψ2
2
)
dn
dψn
exp
(
−ψ
2
2
)
=
(−i)n√
2π
exp
(
ψ2
2
) ∞∫
−∞
kn exp
(
−1
2
k2 + i k ψ
)
dk.
(B.14)
Unter Verwendung von Gl. B.14 lautet die rechte Seite von Gl. B.1:
exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2
2
) ∞∑
n=0
Hen(ψ1)Hen(ψ2)
n!
ρn
Y
=
∞∑
n=0
∞∫
−∞
∞∫
−∞
(−1)n
2π
ρn
Y
kn ln
n!
exp
(
−k
2 + l2
2
+ i k ψ1 + i l ψ2
)
dk dl. (B.15)
Einsetzen der Identität ∞∑
n=0
(−ρY k l)n
n!
= exp(−ρY k l) (B.16)
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liefert:
∞∑
n=0
∞∫
−∞
∞∫
−∞
(−1)n
2π
ρn
Y
kn ln
n!
exp
(
−k
2 + l2
2
+ i k ψ1 + i l ψ2
)
dk dl
=
1
2π
∞∫
−∞
∞∫
−∞
exp
(
−k
2
2
− ρY k l − l
2
2
+ i k ψ1 + i l ψ2
)
dk dl (B.17)
Nach Gl. B.13 gilt:
∞∫
−∞
exp
(
− l
2
2
− ρY k l + i l ψ2
)
dl =
∞∫
−∞
exp
(
− l
2
2
+ i l(ψ2 + i k ρY)
)
dl
=
√
2π exp
(
−(ψ2 + i k ρY)
2
2
)
.
(B.18)
Unter Berücksichtigung von Gl. B.18 lautet die rechte Seite von Gl. B.17:
1
2π
∞∫
−∞
∞∫
−∞
exp
(
−k
2
2
− ρY k l − l
2
2
+ i k ψ1 + i l ψ2
)
dk dl
=
1√
2π
∞∫
−∞
exp
(
−(ψ2 + i k ρY)
2
2
− k
2
2
+ i k ψ1
)
dk
=
1√
2π
exp
(
−ψ
2
2
2
)∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
(1− ρ2
Y
)k2 + i(ψ1 − ρYψ2)k
)
dk.
(B.19)
Anwendung vonB.2 liefert:
1√
2π
exp
(
−ψ
2
2
2
)∫ ∞
−∞
exp
(
−1
2
(1− ρ2
Y
)k2 + i(ψ1 − ρYψ2)k
)
dk
=
1√
2π
exp
(
−ψ
2
2
2
) √
2π√
1− ρ2
Y
exp
(−(ψ1 − ρYψ2)2
2(1− ρ2
Y
)
)
=
1√
1− ρ2
Y
exp
(
−ψ
2
1 + ψ
2
2 − 2ρYψ1ψ2
2(1− ρ2
Y
)
)
.
(B.20)
Damit ist die Mehler-Formel bewiesen.
Anhang C
Bestimmung der Zementkornanzahl
Die Anzahl der mit genpartnew im Rechenvolumen zu platzierenden Zementkörner der
verschiedenen Korndurchmesser in Abhängigkeit des gewählten Wasserzementwerts und
der Korngrößenverteilung des Zements (vgl. Kap. 3.1.4) wurde bestimmt mit Hilfe eines
programmierbaren Tabellenkalkulationsprogramms. Abb.C.1 zeigt eine Ansicht der Ein-
gabemaske des Programms.
A B C D E F G H I
1 volume = 128 ³ voxel
2
3 w/c 0,45
4 diameter diameter # particles 133048
5 lower upper radius Diameter mass Num # particles # pixels
6 limit [µm] limit [µm] [pixels] [µm] frac Vpart fraction
7 0 2 0 1 0,1348 1 0,93899254 124931 124931
8 2 4 1 3 0,1303 19 0,04777086 6356 120764
9 4 6 2 5 0,09456 81 0,00813195 1082 87642
10 6 8 3 7 0,07349 179 0,00285988 381 68199
11 8 10 4 9 0,06085 389 0,00108964 145 56405
12 10 12 5 11 0,0507 739 0,0004779 64 47296
13 12 14 6 13 0,04221 1189 0,00024729 33 39237
14 14 16 7 15 0,03775 1791 0,00014682 20 35820
15 16 18 8 17 0,033935 2553 9,2591E-05 12 30636
16 18 20 9 19 0,028 3695 5,2786E-05 7 25865
17 20 22 10 21 0,02565 4945 3,6132E-05 5 24725
18 22 24 11 23 0,0233 6403 2,5348E-05 3 19209
19 24 26 12 25 0,02115 8217 1,793E-05 2 16434
20 26 28 13 27 0,019 10395 1,2732E-05 2 20790
21 28 30 14 29 0,019 12893 1,0265E-05 1 12893
22 30 33 15 31 0,0228 15515 1,0237E-05 1 15515
23 33 38 17 35 0,0347 22575 1,0707E-05 1 22575
24 38 44 20 41 0,02658 36137 5,1236E-06 1 36137
25 44 54 23 47 0,0454 54435 5,8096E-06 1 54435
26 54 67 30 61 0,0358 119009 2,0954E-06 0 0
27 64 100 36 73 0,040025 203965 1,3669E-06 0 0
28 859489
29 133048 859508
30 real w/c = 0,44998272
31
Calculate # Particles
Abb. C.1: Eingabemaske der Tabellenkalkulation zur Berechnung der Anzahl Zement-
körner der verschiedenen Korndurchmesser
Zunächst wird die Kantenlänge a des Rechenvolumens (Voxelanzahl) sowie der gewünsch-
te Wasserzementwert (w/z)soll eingegeben. In Spalte A und B befinden sich der untere und
obere Korndurchmesser der Kornfraktion, die dem Durchmesser in Spalte D zugeordnet
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wird. In Spalte E sind die experimentell bestimmten Massenanteile der verschiedenen
Korndurchmesser eingetragen. Die Anzahl Voxel, aus denen die diskretisierten Zement-
körner der verschiedenen Durchmesser aufgebaut sind (vgl. Tab. 3.6, S. 46), befinden sich
in Spalte F. Spalte G zeigt die Anteile der Voxel an der Gesamtanzahl, die zum Aufbau
der Zementkörner der jeweiligen Durchmesser benötigt werden. Diese Anteile berechnen
sich gemäß
z(d) =
m(d)/V (d)∑
d m(d)/V (d)
, (C.1)
wobei m(d) der Massenanteil der Zementkörner mit Durchmesser d (Spalte E) und V (d)
die Voxelanzahl, aus denen sie aufgebaut sind (Spalte F), darstellen. Die Bestimmung der
Anzahl der im Rechenvolumen zu platzierenden Zementkörner erfolgt iterativ mittels In-
tervallschachtelung: Zunächst wird die Anzahl Zementkörner gleich der Hälfte der gesam-
ten Voxelanzahl im Rechenvolumen gesetzt: Npart = a3/2. Durch Multiplikation mit z(d)
und Runden auf eine ganze Zahl ergibt sich die jeweilige Anzahl Zementpartikel npart(d)
mit Durchmesser d (Spalte H). Aus der Anzahl Zementvoxel nz ≡
∑
d(npart(d) · V (d))
folgt für den Wasserzementwert
(w/z)ist =
(a3 − nz) · w
nz · z (C.2)
mit w = 1000 kg/m3 der Dichte des Wassers und z = 3200 kg/m3 derjenigen des Zements.
Ist (w/z)ist > (w/z)soll wird für den nächsten Iterationsschritt Npart = (Npart + 0)/2 gesetzt,
ansonsten Npart = (Npart + a3)/2 und mit diesem Wert die beschriebenen Rechenschritte
wiederholt. Dies erfolgt so lange bis (w/z)ist ≈ (w/z)soll.
Anhang D
Box-Muller Methode
Die Box-Muller Methode [BM58] ist ein Verfahren zur Erzeugung standardnormalver-
teilter Zufallszahlen. Ausgangspunkt sind zwei im offenen Intervall ]0, 1[ gleichverteilte
Zufallszahlen X1 und X2, d. h., die Wahrscheinlichkeit das Xi ∈]xi, xi + dxi[ ist gegeben
durch
p(xi) dxi =
{
dxi falls 0 < xi < 1
0 sonst i ∈ {1, 2}. (D.1)
Satz D.1 (Box-Muller Methode). Es seien X1 und X2 in ]0, 1[ gleichverteilte Zu-
fallszahlen. Dann sind Z1 und Z2 mit
Z1 =
√
−2 ln X1 cos(2 πX2)
Z2 =
√
−2 ln X1 sin(2 πX2)
(D.2)
normalverteilt mit Mittelwert E(Z1) = E(Z2) = 0 und Standardabweichung σ(Z1) =
σ(Z2) = 1.
Beweis. Die bivariate Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z1 = z1 und Z2 = z2 ist
p(z1, z2) dz1 dz2 = p(x1, x2)
∣∣∣∣∂x1∂z1 ∂x1∂z2∂x2
∂z1
∂x2
∂z2
∣∣∣∣ dz1 dz2 = ∣∣∣∣∂x1∂z1 ∂x1∂z2∂x2
∂z1
∂x2
∂z2
∣∣∣∣ dz1 dz2. (D.3)
Auflösen von Gl.D.2 nach X1 = x1 und X2 = x2 liefert
x1 = exp
(
−1
2
(z21 + z
2
2)
)
x2 =
1
2 π
arctan
(
z2
z1
)
.
(D.4)
Damit folgt für die Jacobi-Determinante:∣∣∣∣∂x1∂z1 ∂x1∂z2∂x2
∂z1
∂x2
∂z2
∣∣∣∣ = −( 12 π exp(−z21/2)
)(
1
2 π
exp(−z22/2)
)
. (D.5)
Dies eingesetzt in Gl.D.3 ergibt:
p(z1, z2) dz1 dz2 = −
(
1
2 π
exp(−z21/2)
)(
1
2 π
exp(−z22/2)
)
dz1 dz2. (D.6)
Daraus folgt, dass Z1 und Z2 unabhängig und normalverteilt sind.
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Anhang E
Eingabeparameter für disrealnew zur
Generierung der verwendeten
Zementsteinmikrostrukturen
Tab. E.1: Eingabeparameter für den Zementstein ZS1-45
Parameter Wert
Startzahl Zufallsgenerator −389
Kennzahl zur Ausgabe der Zementsteinmikro-
struktur
1
Dateiname zum Speichern der Zementsteinmikro-
struktur
cem133wc045n1sl-128
Dateiname der Zementmikrostruktur cem133wc045n1f-128.img
Phasenkodierung C3S, C2S, . . . 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 24
Phasenkodierung für C3A in Flugasche 35
Dateiname der Datei mit der Partikelnummerierung pcem133wc045n1-128.img
Anzahl der ein Voxel großen Zementteilchen 82491
Hinzufügen von C3S Zementpartikeln 1
Anzahl der C3S Zementpartikel 15500
Hinzufügen von C2S Zementpartikeln 2
Anzahl der C2S Zementpartikel 9754
Hinzufügen von C3A Zementpartikeln 3
Anzahl der C3A Zementpartikel 9886
Hinzufügen von C4AF Zementpartikeln 4
Anzahl der C4AF Zementpartikel 7299
Hinzufügen von Gipspartikeln 5
Anzahl der Gipspartikel 0
Anzahl der Lösungszyklen 700
Kennzahl zur Simulation unter versiegelten
Bedingungen
1
Maximale Anzahl der Diffusionsschritte pro Zyklus 500
Kristallisationsparameter für CH 0.01 9000
Kristallisationsparameter für Gips 0.01 9000
Kristallisationsparameter für C3AH6 0.002 10000
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Tab. E.1: Eingabeparameter für den Zementstein ZS1-45 (Fortsetzung)
Parameter Wert
Kristallisationsparameter für FH3 0.2 2500
Zyklenhäufigkeit zur Untersuchung der Perkolation
des Porenraums
10
Zyklenhäufigkeit zur Untersuchung der Perkolation
des Feststoffs
2
Zyklenhäufigkeit zur Ausgabe der Statistik der
Hydratation der Zementpartikel
50
Induktionszeit in h 0.0
Anfangstemperatur in ℃ 25.0
Aktivierungsenergie für die
Zementhydratation in kJ/mol
40.0
Aktivierungsenergie für die
puzzolanischen Reaktionen in kJ/mol
83.14
Konvertierungsfaktor von Zyklen zur Zeit in h 0.0003
Volumenanteil Zuschlag 0.0
Hydratation unter isothermischen (0), adiabatischen (1)
Bedingungen oder vorgegebenem Temperaturverlauf (2)
0
Kennzahl zur Konvertierung von CSH
zu puzzolanischem CSH
0
Tab. E.2: Eingabeparameter für den Zementstein ZS2-45
Parameter Wert
Startzahl Zufallsgenerator −389
Kennzahl zur Ausgabe der Zementsteinmikro-
struktur
1
Dateiname zum Speichern der Zementsteinmikro-
struktur
dypf3wc045n1sl-128
Dateiname der Zementmikrostruktur dypf3wc045n1f-128.img
Phasenkodierung C3S, C2S, . . . 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 24
Phasenkodierung für C3A in Flugasche 35
Dateiname der Datei mit der Partikelnummerierung pdypf3wc045n1-128.img
Anzahl der ein Voxel großen Zementteilchen 251822
Hinzufügen von C3S Zementpartikeln 1
Anzahl der C3S Zementpartikel 10994
Hinzufügen von C2S Zementpartikeln 2
Anzahl der C2S Zementpartikel 34003
Hinzufügen von C3A Zementpartikeln 3
Anzahl der C3A Zementpartikel 4270
Hinzufügen von C4AF Zementpartikeln 4
Anzahl der C4AF Zementpartikel 17559
Hinzufügen von Gipspartikeln 5
Anzahl der Gipspartikel 0
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Tab. E.2: Eingabeparameter für den Zementstein ZS2-45 (Fortsetzung)
Parameter Wert
Anzahl der Lösungszyklen 2600
Kennzahl zur Simulation unter versiegelten
Bedingungen
1
Maximale Anzahl der Diffusionsschritte pro Zyklus 500
Kristallisationsparameter für CH 0.0001 9000
Kristallisationsparameter für Gips 0.001 9000
Kristallisationsparameter für C3AH6 0.00002 10000
Kristallisationsparameter für FH3 0.2 2500
Zyklenhäufigkeit zur Untersuchung der Perkolation
des Porenraums
10
Zyklenhäufigkeit zur Untersuchung der Perkolation
des Feststoffs
2
Zyklenhäufigkeit zur Ausgabe der Statistik der
Hydratation der Zementpartikel
50
Induktionszeit in h 0.0
Anfangstemperatur in ℃ 25.0
Aktivierungsenergie für die
Zementhydratation in kJ/mol
40.0
Aktivierungsenergie für die
puzzolanischen Reaktionen in kJ/mol
83.14
Konvertierungsfaktor von Zyklen zur Zeit in h 0.0003
Volumenanteil Zuschlag 0.0
Hydratation unter isothermischen (0), adiabatischen (1)
Bedingungen oder vorgegebenem Temperaturverlauf (2)
0
Kennzahl zur Konvertierung von CSH
zu puzzolanischem CSH
0
Tab. E.3: Eingabeparameter für den Zementstein ZS2-55
Parameter Wert
Startzahl Zufallsgenerator −389
Kennzahl zur Ausgabe der Zementsteinmikro-
struktur
1
Dateiname zum Speichern der Zementsteinmikro-
struktur
dypf3wc055n1sl-128
Dateiname der Zementmikrostruktur dypf3wc055n1f-128.img
Phasenkodierung C3S, C2S, . . . 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 24
Phasenkodierung für C3A in Flugasche 35
Dateiname der Datei mit der Partikelnummerierung pdypf3wc055n1-128.img
Anzahl der ein Voxel großen Zementteilchen 224685
Hinzufügen von C3S Zementpartikeln 1
Anzahl der C3S Zementpartikel 9810
Hinzufügen von C2S Zementpartikeln 2
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Tab. E.3: Eingabeparameter für den Zementstein ZS2-55 (Fortsetzung)
Parameter Wert
Anzahl der C2S Zementpartikel 30339
Hinzufügen von C3A Zementpartikeln 3
Anzahl der C3A Zementpartikel 3810
Hinzufügen von C4AF Zementpartikeln 4
Anzahl der C4AF Zementpartikel 15667
Hinzufügen von Gipspartikeln 5
Anzahl der Gipspartikel 0
Anzahl der Lösungszyklen 8000
Kennzahl zur Simulation unter versiegelten
Bedingungen
1
Maximale Anzahl der Diffusionsschritte pro Zyklus 500
Kristallisationsparameter für CH 0.0001 9000
Kristallisationsparameter für Gips 0.001 9000
Kristallisationsparameter für C3AH6 0.00002 10000
Kristallisationsparameter für FH3 0.2 2500
Zyklenhäufigkeit zur Untersuchung der Perkolation
des Porenraums
10
Zyklenhäufigkeit zur Untersuchung der Perkolation
des Feststoffs
2
Zyklenhäufigkeit zur Ausgabe der Statistik der
Hydratation der Zementpartikel
50
Induktionszeit in h 0.0
Anfangstemperatur in ℃ 25.0
Aktivierungsenergie für die
Zementhydratation in kJ/mol
40.0
Aktivierungsenergie für die
puzzolanischen Reaktionen in kJ/mol
83.14
Konvertierungsfaktor von Zyklen zur Zeit in h 0.0003
Volumenanteil Zuschlag 0.0
Hydratation unter isothermischen (0), adiabatischen (1)
Bedingungen oder vorgegebenem Temperaturverlauf (2)
0
Kennzahl zur Konvertierung von CSH
zu puzzolanischem CSH
0
Anhang F
Spektrum der Synchrotronstrahlung
Quelle: DESY, Hamburg
Abb. F.1: Spektrum der Synchrotronstrahlung
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Anhang G
Berechnung der Determinante einer
Matrix mit Hilfe der Spur ihres
Logarithmus
Satz G.1. Seien A und S n×n-Matrizen, so dass SAS−1 Jordansche Normalform hat,
d. h.
SAS−1 =
⎛⎜⎜⎜⎝
J1 0
J2
. . .
0 Jm
⎞⎟⎟⎟⎠ (G.1)
mit den Jordan-Matrizen
J i ≡
⎛⎜⎜⎜⎝
λi 1 0
λi
. . .
. . . 1
0 λi
⎞⎟⎟⎟⎠ = λi
⎛⎜⎜⎜⎝
1 λ−1i 0
1
. . .
. . . λ−1i
0 1
⎞⎟⎟⎟⎠ = λi(1+ N i). (G.2)
Dann gilt:
det(A) = exp(Tr(ln(A))). (G.3)
B ≡ ln(A) ist dabei definiert als Lösung der Gleichung
exp(B) =
∞∑
n=0
Bn
n!
= A. (G.4)
Beweis. Es sei D ≡ SAS−1. Dann gilt:
A = S−1DS = S−1 exp
(
ln(D)
)
S
= S−1
∞∑
n=0
(
ln(D)
)n
n!
S
=
∞∑
n=0
(
S−1 ln(D)S
)n
n!
= exp
(
S−1 ln(D)S
)
⇒ ln(S−1DS) = S−1 ln(D)S. (G.5)
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Daraus folgt:
exp
(
Tr(ln(A))
)
= exp
(
Tr(ln(S−1DS)
)
= exp
(
Tr(S−1 ln(D)S)
)
= exp
(
Tr(ln(D))
) (G.6)
mit
ln(D) =
⎛⎜⎜⎜⎝
ln(J1) 0
ln(J2)
. . .
0 ln(Jm)
⎞⎟⎟⎟⎠ . (G.7)
Da
ln(1 + x) = x− x
2
2
+
x3
3
− x
4
4
+ . . . (G.8)
gilt für die Jordan-Matrizen:
ln(J i) = ln
(
λi(1+ N i)
)
= ln(λi 1) + ln(1+ N i)
= ln(λi)1+ N i − N
2
i
2
+
N 3i
3
− N
4
i
4
+ . . . .
(G.9)
Diese Reihe konvergiert, da die N i nilpotente Matrizen sind mit
N pi = 0 für p ≥ n. (G.10)
Da die Diagonalelemente der Matrizen Npi p ∈ {1, 2, . . . , n} Null sind, gilt
Tr
(
ln(J i)
)
= Tr
(
ln(λi1)
)
. (G.11)
Aus Gl.G.7 folgt damit
Tr
(
ln(D)
)
= Tr
(
ln(λ11)
)
+ · · ·+ Tr(ln(λm1))
= ln(λ1) + · · ·+ ln(λ1)︸ ︷︷ ︸
Rang(J1)-mal
+ · · ·+ ln(λm) + · · ·+ ln(λm)︸ ︷︷ ︸
Rang(Jm)-mal
. (G.12)
Dies eingesetzt in Gl.G.6 ergibt
exp
(
Tr(ln(D))
)
= exp
(
ln(λ1) + · · ·+ ln(λ1)︸ ︷︷ ︸
Rang(J1)-mal
+ · · ·+ ln(λm) + · · ·+ ln(λm)︸ ︷︷ ︸
Rang(Jm)-mal
)
= λ1 · · · · · λ1︸ ︷︷ ︸
Rang(J1)-mal
· · · · · λm · · · · · λm︸ ︷︷ ︸
Rang(Jm)-mal
= det(A).
(G.13)
Die Jacobi-Matrix
M ≡
⎛⎝ ∂x1∂X1 ∂x1∂X2 ∂x1∂X3∂x2
∂X1
∂x2
∂X2
∂x2
∂X3
∂x3
∂X1
∂x3
∂X2
∂x3
∂X3
⎞⎠
definiert eine lineare Abbildung M : R3 → R3 und ist somit ein Endomorphismus. In
der linearen Algebra gibt es einen Satz nach dem jeder Endomorphismus eines komplexen
Vektorraumes durch eine Matrix in Jordanscher Normalform repräsentiert werden kann
([Fis90]). Somit ist auch die Jacobi-Matrix in Jordanscher Normalform darstellbar,
womit die Voraussetzungen für SatzG.1 erfüllt sind.
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